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Apéndice

Coordenadas polares

Ademaés del sistema cartesiano, hay otros sistemas de coordenadas que pueden ser mds apropiados para representar algunas curvas
y magnitudes fisicas. El ejemplo mas importante en el plano es el de las coordenadas polares. Fijados un punto O llamado polo y
una semirrecta p con extremo en O llamada eje polar, las coordenadas polares de un punto P del plano son (r, §) donde r, el radio
o distancia polar, es la distancia de P al polo O y 6, el angulo polar, es el dngulo (medido en radianes y en sentido positivo) que
forma el segmento OP con el eje polar.
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Coordenadas polares.

Relacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas polares. En el plano superponemos el sistema de coordenadas
cartesianas y el sistema de coordenadas polares de manera que el polo coincide con el origen y el eje polar es el semieje positivo de
abscisas. Entonces, las coordenadas polares (r, 6) se relacionan con las coordenadas cartesianas (z, y) como sigue:

e Para pasar de polares a cartesianas: =7 cos(f) e y = rsen(6).
o Para pasar de cartesianas a polares: 7 = /2 +y? y 6 = arctan(y/x) paraz # 0. Si z =0 entonces § = /2 siy >0 0
0 =3m/2 siy < 0, mientras que el origen no tiene angulo polar (en realidad, no hace falta; es el tinico punto en el que r = 0).

Y
P=(x,y)

r rsen( @)

O <0
rcos(6) X

Coordenadas polares y cartesianas.

Las coordenadas polares determinan las coordenadas cartesianas de manera Unica. Las coordenadas cartesianas determinan la
distancia polar de forma tinica, pero determinan el dngulo polar € salvo multiplos enteros de 27. Habitualmente, la variacién de 6
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se considera en el intervalo [0, 27) o en el intervalo (—=, w]. En particular, si se usa una calculadora para hallar arctan(y/z), hay
que tener en cuenta los signos de z e y para decidir, segin el cuadrante en el que esté el punto (z, y), si el valor de 4 es el dado por
la calculadora o bien hay que sumar 7 a dicho resultado.

Curvas en coordenadas polares. Una ecuacion de la forma r» =r(6) permite definir una curva en el plano: la formada por
aquellos puntos (z,y) cuyas coordenadas polares verifican 7 = r(6), que se llama ecuacion de la curva en coordenadas polares.
Para estos puntos, las coordenadas cartesianas z e y son funcién del angulo x(6) = () cos(0) e y(8) = r(0) sen(9) .

Algunas curvas se describen mejor en polares que en cartesianas. Para dibujarlas a mano alzada, es util contar con una plantilla
como la de la figura, llamada papel polar, en la que aparece una malla de lineas que corresponden a valores constantes del dngulo y
a valores constantes del radio (es lo analogo a cuando usamos coordenadas cartesianas en un papel cuadriculado donde las lineas
verticales corresponden a ¢ = constante y las horizontales a y = constante).
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Papel polar (§ = 0,7/6,...,117/6;r = 0.5,1,...,3.

Ejemplos. Veamos algunos ejemplos de curvas definidas en coordenadas polares.

(1) El caso mas simple es la circunferencia con centro el origen y radio a > 0 cuya ecuacién en coordenadas polares es 7(f) = a
para0 <6 <27w.

(2) La ecuacién r = af, con a > 0 es una espiral, llamada espiral de Arquimedes.

4

4

Espiral de Arquimedes r = 6 /2.

(3) La circunferencia de radio a > 0 cuyo centro es el punto (a,0). Esta circunferencia es tangente al eje OY en el origen y su
ecuacion en polares es r = 2a cos(f) . Andlogamente, la ecuacion en polares de la circunferencia de radio a > 0 cuyo centro es el
punto (0, a) es r = 2asen(d) .
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Circunferencias con radio 2 y centros (2, 0) (roja) y (0,2) (azul).

(4) La curva de ecuacién r =1 — cos(6) se llama cardioide porque parece un corazén.

Cardioide r = 1 — cos(6).

Curvas en coordenadas paramétricas

Funciones vectoriales. Una funcion vectorial de una variable real es una funcién T definida para ¢ en un intervalo I cuyos valores
son vectores T (t) en R? 0 en R®. Las definiciones y los resultados que veamos a continuacién se enunciardn para funciones
vectoriales en 3D T (¢) € R? y valen para funciones 2D sin mas que suprimir la tercera coordenada (o considerar que vale 0 y nos
movemos en el plano XY del suelo).

Si escribimos T (¢) usando sus coordenadas en la base canénica de R?
F(t) = (2(t), y (1), 2(1)) =2() T +y(1)J +2(t)k = 2(t)e1 +y ()€ +2(t)es,

las funciones z,y, z: t € I — z(t), y(t), 2(t)R que nos dan las coordenadas se llaman funciones componentes de .
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La funcién vectorial T (¢) es continua o es derivable en I si lo son sus funciones componentes y, cuando T (t) es derivable en I, la
derivada de T (t) es la funcién vectorial T'(t) = (2/(t), ¥/ (t), 2 (t)) .

Curva en coordenadas paramétricas. Una curva en coordenadas paramétricas o curva parametrizada en R® es la imagen C de
una funcién vectorial continua T definida en un intervalo I. La variable independiente ¢ de la funcién vectorial T se
llama pardmetro de la curva y la propia funcién T recibe el nombre de parametrizacion de la curva. Si usamos las funciones

componentes T (t) = (t) i +y(t)j -+ 2(t)k , entonces la curva es el conjunto de puntos C = {(z(t),y(t), 2(t)) eR*: t € I}

Z\2)
(i)

wD)

x(t)
X

Curva en coordenadas paramétricas.

La aplicacién CalcPlot3D permite dibujar curvas en 3D introduciendo la parametrizaciéon desde el teclado. En el dibujo vemos
la hélice circular recta, que viene dada por la parametrizacién T'(t) = (acos(t), asen(t),bt), con t € [to, ;] donde a es el radio
del cilindro en el que se va enrollando la hélice y h = 27b es la distancia vertical entre dos espiras consecutivas, llamada paso de la
hélice.

Hélice circular recta.

En el plano, la gréfica de una funcién f definida en un intervalo I, es decir, la curva y = f(z) es una curva parametrizada en la que
el pardmetro es la variable z y la parametrizacién viene dada porT (z) = (ac, f (ac)) con z € I. Siguiendo en el plano, la curva dada
en coordenadas polares por la ecuacién r = r(6), con 6 en un intervalo I, es una curva parametrizada en la que el pardmetro es el
éngulo polar 0 y la parametrizacién viene dada port (6) = (r(6) cos(6), r(6) sen(d)) conf e I.

Punto inicial y punto final de una curva. Si I es un intervalo acotado I = [a, b] entonces los puntos T (a) y T (b) se llaman
extremos de la curva; T (a) es el punto inicial y T (b) es punto final de la parametrizacién. Cuando T (a) =T (b) se dice que la
curva es cerrada.

Cambio de parametro. Una misma curva puede representarse mediante distintas parametrizaciones. Si tenemos dos
parametrizaciones de una misma curva, digamos T1(t) con ¢ € [a,b] y T2(u) con u € [c,d], entonces podemos establecer una
relacién que liga cada valor del pardmetro ¢ con el valor del pardmetro u que corresponde al mismo punto de la curva:
P =7(t) =T2(u) . Esta relacion define la funcién que a cada t € [a, b] le asigna el correspondiente u = u(t) € [c, d] que se
llama cambio de pardmetro; naturalmente, la inversa de esta funcién es el cambio de pardmetro que a cada u € [c, d] le asigna el
correspondiente ¢ = t(u) € [a, b].

Orientacion. Diremos que dos parametrizaciones de una misma curva C, T1(¢) con t € [a,b] y Ta(u) con u € [c,d], definen la
misma orientacién o que la recorren en el mismo sentido cuando se verifica que los extremos inicial y final de T1 y T coinciden:
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r1(a) =T2(c) y T1(b)=T2(d). Por el contrario, si los extremos inicial y final de T; y T estan intercambiados:
r1(a) =T2(d) yT1(b) =T2(c), se dice entonces que T1 y T o definen sobre la curva orientaciones opuestas.

Esta definicién no basta para curvas cerradas ya que en una curva cerrada los extremos coinciden en un mismo punto L. Cuando la
curva es cerrada, fijamos dos puntos en la curva M, N distintos del extremo. Diremos que las dos parametrizaciones definen sobre
C la misma orientacién, o que la recorren en el mismo sentido, cuando, al partir de L como extremo inicial, ambas
parametrizaciones pasan antes por M que por N, o bien ambas pasan antes por N que por M.

Orientacién en una curva cerrada.

En el caso de curvas cerradas planas hay otras formas de estudiar la orientacién. Si C' es una curva cerrada plana en el plano XY
que no tiene lazos, entonces se dice que C' es una curva de Jordan. Diremos que una parametrizacion recorre una curva de Jordan
en sentido positivo cuando la recorre en sentido antihorario, es decir, contrario al de las agujas de un reloj. Si llamamos R a la
region interior de C, entonces cuando recorremos la curva en sentido positivo, dejamos la region interior a la izquierda.

La funcién cambio de parametro es creciente cuando ambas parametrizaciones definen la misma orientacién y es decreciente
cuando definen orientaciones distintas.

Recta tangente. Sea C una curva parametrizada por una funcién T (t) con ¢ € I. Se dice que un punto P =T (¢y) de C es regular
cuando T es derivable en ty, con derivada T () continua en dicho punto y T'(ty) #0, y la recta tangente a la curva C en el
punto P es la recta que pasa por P y tiene como vector director T ’(ty), que se llama vector tangente a la curva C' en P. Puede
probarse que esta definicién coincide con la definicién habitual de la recta tangente como el limite, cuando ) se mueve sobre la
curva tendiendo a P, de las rectas que pasan por Py Q.

Cuando todos los puntos de la curva son regulares, se dice que la parametrizacion es regular (en otros textos se emplean las
palabras lisa o suave). Si el intervalo I puede descomponerse en una cantidad finita de subintervalos en cada uno de los cuales la
parametrizacion es regular, entonces se dice que la parametrizacion es regular a trozos, es lo que ocurre, por ejemplo, cuando
tenemos un poligono o una curva compuesta por tramos que se parametrizan de distinta forma, como un rectangulo.

En los puntos excepcionales P = T(ty) en los que T no es derivable o en los que T'(¢y) = 0, la nocién de recta tangente puede
perder su significado ya que en tales puntos la tangente puede no existir o no estar definida en forma tnica; ejemplos tipicos son los
picos o esquinas (como los vértices de un cuadrado o el origen para una cardioide).

Vector tangente unitario. Sea C' la curva dada por una parametrizacién regular T (¢) con t € I. Se define el vector tangente
unitario a C en un punto P = T (¢) como T (¢ ®/It

Vector normal y recta normal Si T es dos veces derivable entonces, derivando en HT || =1, se deduce que

2T( )-T ( )=0, o sea, T (t) es ortogonal al vector tangente T( ). El vector unitario en la direccién de T ( ) (si éste no es
cero) se llama vector normal (a veces, vector normal principal) en el punto P = T (¢) y viene dado por N / ||T )|| .

En este caso, la recta que pasa por P y tiene como vector director N (¢) se llama recta normal de la curva en P.

SiT; y T son dos parametrizaciones regulares de una misma curva que tienen la misma orientacién, entonces ambas definen los
mismos vectores unitarios tangentes y normales en cada punto; por el contrario, si tienen distinta orientacién, entonces definen
vectores tangentes unitarios opuestos.

El plano que pasa por P y tiene como vectores directores ’T‘(t) y ﬁ(t) se llama plano osculador a la curva en P y, en cierta forma,
es el que mejor se aproxima a la curva; de hecho, si la curva esta contenida en un plano de IR?, entonces ése es su plano osculador.
Cuando la curva representa la trayectoria de una particula desplazandose en el espacio 3D, de manera que el pardmetro ¢ es el
tiempo, el plano osculador coincide con el plano que en cada instante contiene el vector velocidad v(t) =T '(¢) y el vector
aceleracion a(t) = T '(t) . En particular, el plano osculador también puede construirse comoel plano que pasa por P y tiene como
vectores directores T '(t) y T (t) si éstos son linealmente independientes.
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Triedro de Frenet. Si T es una parametrizacién regular dos veces derivable de una curva en R® y T (t) # 0 , entonces a los
vectores unitarios T(£) yN(£) les podemos afiadir un tercer vector unitario, su producto vectorial B(t) = T(£) x N(¢) , llamado

vector binormal, de manera que {T‘(t), ﬁ(t), ﬁ(t)} forman una base ortonormal de R3. Esta base se conoce como el triedro de

Frenet de la curva en P = 1 (t) y se emplea en las aplicaciones mecénicas. El vector binormal ﬁ(t) es perpendicular al plano

osculador y, por tanto, es constante cuando la curva es plana. El B(¢) también puede construirse como un vector unitario paralelo a
T/(t) x T"(t), si estos vectores son linealmente independientes.

Longitud de una curva parametrizada. Sea C la curva dada en R? por una parametrizacién regular a trozos T(t) cont € [a,b].
Entonces, la longitud de C' viene dada por la integral

b b
longituddeC:/ ') dt:/ VIEOP + YO + 2 o) at,

donde ||-|| representa la norma euclidea o, en otros términos, el médulo del vector.

Esta definicién se justifica aproximando la curva mediante poligonales inscritas en ella. Al considerar las longitudes de estas
poligonales se obtiene una suma de Riemann que corresponde a la integral anterior. Puesto que una misma curva puede venir dada
por parametrizaciones distintas, deberiamos asegurarnos de que la longitud, que se obtiene como el valor de una integral que
depende de la parametrizacion, es la misma cualquiera que sea la parametrizacion elegida. Esto se puede hacer usando el teorema
del cambio de variable para integrales.

Salvo en algunos casos muy simples, las integrales que dan lugar el calculo de la longitud de una curva no admiten primitivas
manejables, por lo que hay que acudir a métodos numéricos para calcularlas. El caso mds notable es el de la longitud de una elipse
T (t) = (acos(t), bsen(t)) con t €10, 27, cuya longitud viene dada por la integral
J2T\/aZsen? () + b2 cos?(t) dt = [;™ /b% + (a —b%)sen?(t) dt cuyo integrando no admite una primitiva expresable como
una funcién elemental si a # b. Estas integrales se llaman integrales elipticas.
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