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1.5. La regla de la cadena

La regla de la cadena para una variable independiente

La regla de la cadena permite calcular las derivadas parciales de un campo escalar cuando cambiamos las variables independientes,
lo que, como en el caso de una variable, puede simplificar algunos cálculos (en el cálculo de integrales dobles y triples sobre todo,
como veremos en el capítulo correspondiente) o proporcionar nuevas interpretaciones físicas cuando estudiamos modelos de las
aplicaciones. En los siguientes capítulos analizaremos más a fondo los cambios de variables más importantes y otras implicaciones
de la regla de la cadena.

Empezaremos por el caso más simple: tenemos un campo escalar  de dos o tres variables y ahora hacemos depender dichas
variables de una nueva variable independiente ; esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando nos interesa conocer el efecto de 
sobre una curva. Estudiaremos después la regla de la cadena cuando cambiamos las variables independientes por otras nuevas.

Regla de la cadena para una variable independiente. Sea  un campo escalar de tres variables de clase . Sean , 
,  funciones derivables de  tales que los puntos  están en . Entonces 

 es una función derivable y se verifica

Si  depende de dos variables, entonces, suprimiendo la coordenada , la regla queda 

[Idea de una *demostración en (2D): Para calcular  sustituye  por  y  por  en la
condición de diferenciabilidad (Dif) de la Sección 1.4. y usa el teorema del valor medio para estimar las diferencias 

,  para ciertos  entre  y .]

Propiedad de tangencia a las curvas del plano tangente a una superficie. Con la regla de la cadena podemos comprobar, como
anunciamos en la sección anterior, que si  es un campo escalar de dos variables y  es de clase  en su dominio  y  es un
punto interior de , entonces el plano tangente a la superficie  en  tiene la propiedad de contener
las rectas tangentes a todas las curvas regulares contenidas en la superficie y que pasan por .

Curva  sobre una superficie  y su vector tangente en .

Para ver esto, supongamos que  es una curva regular  totalmente contenida en la superficie 
y que pasa por el punto . Tenemos entonces que , porque la curva está contenida en la
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sperficie, y que  y  para algún valor  porque la curva pasa por . Sabemos que  es un vector
tangente a la curva  en . Usando la regla de la cadena para hallar , tenemos

que, obviamente, es perpendicular al vector normal al plano tangente . En consecuencia, la
recta tangente a  en  está contenida en el plano tangente.

Derivadas de orden superior. Si  y , ,  pueden derivarse más veces, entonces se puede usar la regla de
la cadena para hallar las derivadas de orden superior. Por ejemplo, para dos variables

Volveremos sobre esto con más detalle cuando estudiemos, en el siguiente capítulo, la técnica de derivación implícita.

La regla de la cadena para dos variables independientes

Puesto que una derivada parcial no es más que derivar con respecto a una variable manteniendo las demás constantes, la regla de la
cadena cuando se cambian más variables se deduce directamente de la que acabamos de ver. Sea  un campo escalar de clase 

. Sean  e  funciones de clase  con respecto a las nuevas variables  y . Entonces la composición 
 es de clase  y se verifica

Observación sobre la notación. A veces se utiliza la misma letra para denotar la función dependiente, sin tener en cuenta qué
variables independientes estamos considerando en cada momento; por eso, a menudo, la regla de la cadena se escribe, usando
subíndices, como

Señalemos el doble papel que juega  en esta expresión como función que depende de  e , en primer lugar, y de  y  tras el
cambio.

Regla de la cadena para coordenadas polares. El cambio a coordenadas polares es, seguramente, el cambio más importante en el
plano. Veamos qué nos dice la regla de la cadena cuando pasamos de cartesianas a polares y viceversa. Si  es un campo
escalar dado inicialmente en variables cartesianas  y hacemos el cambio a coordenadas polares , de forma que

 e , entonces, de acuerdo con la regla de la cadena, las derivadas parciales de  como función de las
coordenadas cartesianas  están relacionadas con las derivadas parciales de  como función de las coordenadas polares 
de la siguiente manera:

Recíprocamente, si tenemos el campo  dado inicialmente en coordenadas polares  y ,
entonces las derivadas parciales de  como función de las coordenadas cartesianas  vienen dadas por

Gradiente en coordenadas polares. En la Sección 1.3 hicimos mención a la distinción entre el diferencial y el gradiente de un
campo escalar. Si tenemos un campo escalar definido en términos de las coordenadas polares, para calcular su gradiente, el vector
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de las derivadas parciales con respecto a las variables espaciales, usamos las expresiones que acabamos de calcular, de manera que
la expresión del gradiente en coordenadas polares es

Veamos un ejemplo simple que puede ayudar a entender la distinción entre diferencial y gradiente. Sea  el campo expresado en
coordenadas cartesianas por , entonces . Para el mismo campo  pero expresado en
coordenadas polares  tenemos , mientras que

Gradiente de un campo central (2D). Sea  un campo central de dos variables, de manera que , siendo  el

radio polar y  una función de una variable. Entonces, usando la regla de la cadena y teniendo en cuenta que  y que 

, se tiene

Regla de la cadena para tres variables independientes
Sea  un campo escalar de clase . Sean ,  y  funciones de clase  con
respecto a tres nuevas variables ,  y . Entonces  es de clase  y se verifica

Gradiente de un campo central (3D). Si  es un campo central de tres variables , entonces  viene
dado por , siendo  y  una función de una variable. Entonces, razonando como
en el caso bidimensional, su gradiente viene dado por

En particular, para los campos dados por una potencia de , digamos  tenemos  para 
 (excluyendo el origen si .)

Ejercicios
Ejercicio 1. Comprueba la igualdad de la regla de la cadena para  en el punto  al hacer el
cambio de variables  e .

Ejercicio 2. Comprueba la igualdad de la regla de la cadena para  al hacer el cambio de variables 
, , .

Ejercicio 3. Prueba que la ecuación  caracteriza los campos centrales de dos variables. Para ello prueba, aplicando
la regla de la cadena, que dicha ecuación se transforma en la ecuación  cuando pasamos a coordenadas polares.

Ejercicio 4. Sea  un campo escalar de dos variables que verifica . Aplica la regla de la cadena para
hallar en qué se transforma esta igualdad cuando pasamos a coordenadas polares.
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Ejercicio 5. Sea  un campo escalar de dos variables que verifica . Si cambiamos las variables
independientes  e  por las variables , , ¿qué igualdad verifica  como función de las nuevas variables  y ?

Ejercicio 6. Determina en qué ecuación se transforma la ecuación en derivadas parciales  cuando se

aplica el cambio de variables , .

Ejercicio 7. Sea  una curva definida para , donde  es dos veces derivable y la variable  representa el tiempo.
Entonces la función  representa el desplazamiento de la gráfica de  que se desliza como una onda hacia la
derecha del eje  a velocidad .

1. Prueba que  es una solución de la ecuación de ondas .
2. ¿Pasa lo mismo con ?, ¿cómo se interpreta esta función?

Ejercicio 8. Sea  una solución de la ecuación de ondas , donde  es una constante no nula. Aplica el cambio de
variables ,  para transformar la ecuación de ondas en la ecuación  y deduce que la solución 
puede expresarse como la superposición  de dos ondas que viajan, respectivamente, hacia la
derecha y hacia la izquierda del eje  a velocidad .

Ejercicio 9. Escribe las reglas de la cadena para calcular las derivadas parciales de una función de tres variables  cuando
las tres variables ,  y  pasan a depender de dos variables  y ; digamos , , .

*Ejercicio 10. Sea  un campo escalar de clase . Halla, cuando sea posible, un cambio de variables de la forma 
,  que transforme la ecuación  (donde  son constantes, alguna de ellas no

nula) en la ecuación .

*Ejercicio 11. En la Sección 1.3 vimos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que ligan las derivadas parciales de dos campos
diferenciables ,  de la siguiente manera  y . Prueba que si  cumple la ecuación de Laplace 

, y hacemos un cambio  de clase  que cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
entonces  también cumple la ecuación de Laplace para sus variables, es decir, .

1.5. La regla de la cadena is shared under a not declared license and was authored, remixed, and/or curated by LibreTexts.
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