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1.7. El teorema de Taylor

Polinomios de Taylor

En las asignaturas dedicadas al cálculo en una variable habrás estudiado que los polinomios de Taylor se introducen para obtener
aproximaciones de los valores de una función de una variable cerca de un punto dado que sean mejores que las dadas por la recta
tangente. Recordemos que el polinomio de Taylor  de grado  de una función  en un punto  se construye sabiendo que es el
único polinomio de grado  en el que coinciden su valor y el de sus derivadas hasta orden  con el valor de la función y de sus
derivadas correspondientes en dicho punto, o sea, .

Análogamente, para campos escalares de varias variables, los polinomios de Taylor se definen como los polinomios para los que
coinciden, en un punto dado, su valor y los de sus derivadas parciales con el valor de la función y los de sus derivadas parciales
correspondientes. Su utilidad principal también es la de proporcionar valores aproximados de un campo escalar cerca de dicho
punto mejores que las aproximaciones dadas por el plano tangente; que dichas aproximaciones son buenas viene garantizado por el
teorema de Taylor, que nos dirá cómo es el error que se comete. Este teorema será también una de las herramientas que usaremos
más adelante para la determinación de máximos y mínimos de funciones de varias variables.

En esta sección vamos a trabajar únicamente con dos variables y estudiaremos los polinomios de Taylor de grado y grado por
comodidad y razones de espacio; es muy fácil extender la formulación para el caso de tres variables, lo que se deja como ejercicio,
o para grado mayor que .

Polinomio de Taylor de grado 1 de un campo escalar. Sea  un campo escalar de dos variables y sea un punto
interior del dominio . Si  es de clase , el polinomio de Taylor de grado 1 de  en  es 

Observemos que  es la ecuación del plano tangente a la superficie  en el punto . Si escribimos 
, , entonces , que es la misma estructura que tiene el polinomio de Taylor

para funciones de una variable. De hecho, es fácil ver que el polinomio de Taylor de grado  de  en  es el único polinomio
de grado  que cumple que el valor del polinomio y de sus derivadas parciales primeras coinciden con los de  en .

La función  se llama resto de Taylor de orden 1 de  y sabemos, el resto es lo que aparece en el
numerador de la condición de diferenciabilidad, que la aproximación es buena cerca del punto ; concretamente,  

Como en el caso de funciones de una variable, es posible dar una expresión del resto en términos de las derivadas parciales
segundas, pero estos va más allá de los objetivos del curso.

Polinomio de Taylor de grado 2 de un campo escalar. Si  entonces podemos mejorar la aproximación lineal obtenida
con el plano tangente mediante un polinomio de grado  usando la forma cuadrática generada por matriz hessiana de , dada por 

. Se define el polinomio de Taylor de grado 2 de  en  como 

 
o, de forma extendida, como 

 
De nuevo, es fácil ver que el polinomio de Taylor de grado  de  en  es el único polinomio de grado  en dos variables
tal que su valor y los de sus derivadas parciales primeras y segundas coinciden con los de  en .

Teorema de Taylor para un campo escalar. La diferencia  se llama resto de Taylor de orden 2 de 
y cumple que 
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[Idea para una *demostración: dado  cerca de , se parametriza el segmento que une con , por ejemplo,
mediante con \), y se aplica el teorema de Taylor para una variable a la función 
usando la regla de la cadena.]

La expresión obtenida nos da garantías de que si  está suficientemente cerca de , entonces la aproximación de 
 es muy buena. Geométricamente, la gráfica del polinomio de grado  es una cuádrica (generalmente un

paraboloide elíptico o hiperbólico) que, en consecuencia, se aproxima bien a la gráfica de  cerca del punto .

En el dibujo vemos la gráfica del campo  (en malva) y el paraboloide (en amarillo) que es la gráfica de su

polinomio de Taylor de grado 2 en el origen .

 
La superficie  y el paraboloide .

Exigiendo la igualdad de las derivadas parciales terceras, cuartas, ..., pueden construirse los polinomios de Taylor de grado ,
con los que, si es necesario, se pueden ir mejorando las aproximaciones.

Observaciones prácticas. Para calcular los polinomios de Taylor debemos, en principio, hallar las derivadas parciales en el punto
y construir el polinomio usando la fórmula correspondiente. Sin embargo, podemos ahorrarnos algunos cálculos mediante las
siguientes observaciones.

1. Suele ser más cómodo calcular los polinomios de Taylor en el origen. Si queremos hallar el polinomio de Taylor  de  en un
punto , se puede proceder de la siguiente manera: empezamos haciendo el cambio de variables  y

, luego calculamos el polinomio de Taylor  de  en el origen y, finalmente,
obtenemos  deshaciendo el cambio de variables .

2. Si  es un polinomio de grado tres o superior, entonces el polinomio de Taylor de grado  de  en el origen se calcula
suprimiendo de la expresión de  los términos de orden superior. Por ejemplo, para hallar el polinomio de grado  de

 en el origen, suprimimos los términos de grado  y obtenemos 
.

3. Si en la expresión de  aparecen funciones de una variable, podemos usar sus polinomios de Taylor. Por ejemplo, para hallar el
polinomio de Taylor de grado de  en el origen, usamos que  es el polinomio de
Maclaurin grado de  y que  es el polinomio de Maclaurin grado de . Sustituyendo  en el polinomio de
Maclaurin de  y  en el del  (en ambos casos  si ), obtenemos

Finalmente, suprimimos los términos de orden superior a  y obtenemos que el polinomio de Taylor de grado de 
 es .
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EJERCICIOS
En los ejercicios 1, 2 y 3, utiliza la aplicación CalcPlot3D para dibujar la gráfica de la función que se da y la del polinomio de
Taylor obtenido; observa que cerca del punto practicamente se confunden.

Ejercicio 1. Halla el polinomio de Taylor de grado  de  en el origen.

Ejercicio 2. Halla el polinomio de Taylor de grado  de  en el punto .

Ejercicio 3. Halla el polinomio de Taylor de grado  de los siguientes campos en  y en . 

Ejercicio 4. Sea  un campo escalar de tres variables  de clase  y sea  un punto interior de 
.

1. El polinomio de Taylor de grado  de  en  es el único polinomio  de grado  en tres variables que cumple que el valor
del polinomio y de sus derivadas parciales primeras coinciden con los de  en . Prueba que  viene dado por la
aproximación lineal dada por la diferencial: .

2. El polinomio de Taylor de grado  de  en  es el único polinomio  de grado  en tres variables que cumple que el valor
del polinomio, de sus derivadas parciales primeras y de sus derivadas parciales segundas coinciden con los de  en . Prueba

que  viene dado por .

3. Halla el polinomio de Taylor de grado  en el origen y en el punto  de las siguientes funciones:
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