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1.7. El teorema de Taylor

Polinomios de Taylor

En las asignaturas dedicadas al calculo en una variable habras estudiado que los polinomios de Taylor se introducen para obtener
aproximaciones de los valores de una funcién de una variable cerca de un punto dado que sean mejores que las dadas por la recta
tangente. Recordemos que el polinomio de Taylor p,, de grado n de una funcién f en un punto a se construye sabiendo que es el
Unico polinomio de grado n en el que coinciden su valor y el de sus derivadas hasta orden n con el valor de la funcién y de sus
derivadas correspondientes en dicho punto, o sea, p,(a) = f(a),ph(a) = f'(a), ph(a) = f"(a), ..., pgln)(a) =f"(a) .

Andalogamente, para campos escalares de varias variables, los polinomios de Taylor se definen como los polinomios para los que
coinciden, en un punto dado, su valor y los de sus derivadas parciales con el valor de la funcién y los de sus derivadas parciales
correspondientes. Su utilidad principal también es la de proporcionar valores aproximados de un campo escalar cerca de dicho
punto mejores que las aproximaciones dadas por el plano tangente; que dichas aproximaciones son buenas viene garantizado por el
teorema de Taylor, que nos dird cémo es el error que se comete. Este teorema sera también una de las herramientas que usaremos
mas adelante para la determinacién de méaximos y minimos de funciones de varias variables.

En esta seccién vamos a trabajar inicamente con dos variables y estudiaremos los polinomios de Taylor de grado 1y grado 2por
comodidad y razones de espacio; es muy facil extender la formulacion para el caso de tres variables, lo que se deja como ejercicio,
o para grado mayor que 2.

Polinomio de Taylor de grado 1 de un campo escalar. Sea f : U — R un campo escalar de dos variables y sea (a, b)un punto
interior del dominio U. Si f es de clase C1(U), el polinomio de Taylor de grado 1 de f en (a, b) es

pl(m,y) = f(av b)+fz(aa b)(x _a) +fy(a7 b)(y_b)

Observemos que z=p;(z,y) es la ecuacién del plano tangente a la superficie z= f(z,y) en el punto (a,b). Si escribimos
A= (a,b), X =(z,y), entonces p; (X) = f(A) + Df(A)(X — A) , que es la misma estructura que tiene el polinomio de Taylor
para funciones de una variable. De hecho, es facil ver que el polinomio de Taylor de grado 1 de f en (a, b) es el tnico polinomio
de grado 1 que cumple que el valor del polinomio y de sus derivadas parciales primeras coinciden con los de f en (a, b).

La funcién r1(z,y) = f(z,y) — p1(z,y) se llama resto de Taylor de orden 1 de f y sabemos, el resto es lo que aparece en el
numerador de la condicién de diferenciabilidad, que la aproximacién es buena cerca del punto (a, b); concretamente,

lim ™1 (CL‘, Z/) —0
(@) ~(ad) [[(@ —a,y—b)]

Como en el caso de funciones de una variable, es posible dar una expresién del resto en términos de las derivadas parciales
segundas, pero estos va mas alla de los objetivos del curso.

Polinomio de Taylor de grado 2 de un campo escalar. Si f € C? (U) entonces podemos mejorar la aproximacién lineal obtenida
con el plano tangente mediante un polinomio de grado 2 usando la forma cuadratica generada por matriz hessiana de f, dada por

} . Se define el polinomio de Taylor de grado 2 de f en A = (a,b) como
foy  fuy

p2(X) = f(A) + Df(A)(X — A) + (X — A)TD* f(A)(X - A)

0, de forma extendida, como

p2(z,y) = f(a,b) + fa(a, b)(z —a) + fy(a,b)(y — b) + 5 fuz (a,b)(z — a)* + fuy (a,b) (z —a)(y — b)
+ %fyy(a, b)(y *5)2-

De nuevo, es facil ver que el polinomio de Taylor de grado 2 de f en A = (a,b) es el tinico polinomio de grado 2 en dos variables
tal que su valor y los de sus derivadas parciales primeras y segundas coinciden con los de f en A.

Teorema de Taylor para un campo escalar. La diferencia 2 (z, y) = f(z,y) — p2(z, y) se llama resto de Taylor de orden 2 de f
y cumple que
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lim T2 (112, y)

= =0.
(2y)—(ab) ||(z —a,y —Db)|

[Idea para una : dado X = (z,y) cerca de A =(a,b), se parametriza el segmento que une Xcon A, por ejemplo,
mediante T(t) = A+¢(X —A) con0 <t <\(1)), y se aplica el teorema de Taylor para una variable a la funcién ¢ (t) = f(T (¢)
usando la regla de la cadena.]

La expresion obtenida nos da garantias de que si (z,y) estd suficientemente cerca de (a,b), entonces la aproximacién de
f(z,y) = p2(x,y) es muy buena. Geométricamente, la grafica del polinomio de grado 2 es una cuadrica (generalmente un
paraboloide eliptico o hiperbdlico) que, en consecuencia, se aproxima bien a la gréafica de f cerca del punto (a, b, f(a, b))

En el dibujo vemos la gréfica del campo f(z,y) = (en malva) y el paraboloide (en amarillo) que es la grafica de su

1
1422 +y2
polinomio de Taylor de grado 2 en el origen ps(z,y) =1 — z? —y? .

&

La superficie z = (1 +z2 +y%)~! y el paraboloide z = ps(z,y) =1 — x> —y? .

Exigiendo la igualdad de las derivadas parciales terceras, cuartas, ..., pueden construirse los polinomios de Taylor de grado 3,4, ...
con los que, si es necesario, se pueden ir mejorando las aproximaciones.

Observaciones practicas. Para calcular los polinomios de Taylor debemos, en principio, hallar las derivadas parciales en el punto
y construir el polinomio usando la férmula correspondiente. Sin embargo, podemos ahorrarnos algunos cdlculos mediante las
siguientes observaciones.

1. Suele ser mas cémodo calcular los polinomios de Taylor en el origen. Si queremos hallar el polinomio de Taylor p de f en un
punto (a, b) # (0, 0), se puede proceder de la siguiente manera: empezamos haciendo el cambio de variablesu =z —a y
v=y —b, luego calculamos el polinomio de Taylor g(u, v) de g(u,v) = f(u +a,v+b) en el origen y, finalmente,
obtenemos p deshaciendo el cambio de variables p(z,y) = g(z —a,y —b) .

2.Sif(z,y)es un polinomio de grado tres o superior, entonces el polinomio de Taylor de grado 2 de f en el origen se calcula
suprimiendo de la expresion de f los términos de orden superior. Por ejemplo, para hallar el polinomio de grado 2 de
f(z,y)=1-2z+y+zy—2y>+x3 — 322y —zy?> en el origen, suprimimos los términos de grado 3 y obtenemos
pe(z,y)=1—2z+y+zy—2y2 .

3. Si en la expresion de f aparecen funciones de una variable, podemos usar sus polinomios de Taylor. Por ejemplo, para hallar el
polinomio de Taylor de grado 2de f(z,y) = e®t¥ sen(z —y) en el origen, usamos que 1+t +t2/2 es el polinomio de
Maclaurin grado 2de et y que ¢ es el polinomio de Maclaurin grado 2de sen(t). Sustituyendo ¢ = z +y en el polinomio de
Maclaurin de ! y t = —y en el del sen(t) (en ambos casos ¢t =0 si x = y = 0), obtenemos

2* + 2y — zy? — o
5 .

(1+(@+y)+(@+y)?/2)(z—y)=z—y+2>—y*+

Finalmente, suprimimos los términos de orden superior a 2 y obtenemos que el polinomio de Taylor de grado 2de
flz,y) =e¥sen(z —y) espa(z,y) =2z —y+x2 —y% .
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EJERCICIOS

En los ejercicios 1, 2 y 3, utiliza la aplicacién CalcPlot3D para dibujar la grafica de la funcién que se da y la del polinomio de
Taylor obtenido; observa que cerca del punto practicamente se confunden.

Ejercicio 1. Halla el polinomio de Taylor de grado 2 de f(z,y) =1+ (z +y)e? en el origen.
Ejercicio 2. Halla el polinomio de Taylor de grado 2 de f(z,y) = y?/2° en el punto (1, —1).

Ejercicio 3. Halla el polinomio de Taylor de grado 2 de los siguientes campos en (0,0) y en (1, 1).

(1) flz,y) =a® —y> +ay (2) fla,y) = (2 +y)(@y+1)(* —2y)
(8)  f(z,y) =2 +y* +3a2y+y* +e” cos(y) (4)  f(z,y)=zsen(ry) +ysen(na)
(5)  f(z,y) =sen(n(z+y)) +cos(n( —y)) (6) flz,y) =ay/(L+a?+1?)

(1) flz,y) =142z —y+a® +y* + 22y +32° — 2%y 8) flz,y)=e""V
Ejercicio 4. Sea f(X) un campo escalar de tres variables X = (z,y, 2) de clase C2(U) y sea A = (a, b, c) un punto interior de
U.

1. El polinomio de Taylor de grado 1 de f en A es el tnico polinomio p; (X) de grado 1 en tres variables que cumple que el valor
del polinomio y de sus derivadas parciales primeras coinciden con los de f en A. Prueba que p; viene dado por la
aproximacion lineal dada por la diferencial: p; (X) = f(A) +Df(A)(X —A) .

2. El polinomio de Taylor de grado 2 de f en A es el tinico polinomio ps(X) de grado 2 en tres variables que cumple que el valor
del polinomio, de sus derivadas parciales primeras y de sus derivadas parciales segundas coinciden con los de f en A. Prueba

1
que p; viene dado por p3(X) = f(A)+Df(A)(X —A)+ 3 (X -A)TD f(A)(X - A)
3. Halla el polinomio de Taylor de grado 2 en el origen y en el punto (—1, 0, 1) de las siguientes funciones:
cos(zy +mz)

fi(z,y,2) =z+y? +zsen(nz) +log(1+z +2), fa(z,y,2) =2e""Y cos(zz) fs(x,y,2) = 14zy

1.7. El teorema de Taylor is shared under a not declared license and was authored, remixed, and/or curated by LibreTexts.
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