LibreTextS'”

1.6. Las derivadas direccionales y las propiedades del gradiente

Derivadas direccionales

La derivada parcial f;(a,b) de un campo escalar f es su tasa de variacién cuando nos acercamos al punto (a,b) manteniendo
constante y = b, o sea, cuando nos acercamos segtin la direccién i = (1,0). Andlogamente, f,(a, b) nos da la tasa de cambio de f
al acercarnos segun la direccién j = (0, 1). Podemos plantearnos c6mo varia f cuando nos acercamos segtin otras direcciones.

Derivada direccional. Sea f: U — R un campo escalar de dos o tres variables de clase C 1(U) y sea A un punto interior de U.
Dado un vector unitario U, la derivada direccional de f en la direccién U es, si existe el limite, el niimero

Do) i JAT ) —SA).

-0 t

Es decir, si definimos la funcién de una variable 3 (¢) = f(A +tu) , entonces D f(A) =4/(0).

Interpretacion geométrica de la derivada direccional. Para dos variables, la derivada direccional D4 f(a,b) da la tasa de
cambio de f al acercarnos al punto A = (a, b) segun la direccién marcada por U = (u1,uy) y admite una interpretacién analoga a
la de las derivadas parciales.

z z=f(x,y)

X A

Interpretacién geométrica de la derivada direccional.

Si cortamos la grafica de f, o sea, la superficie S de ecuacién z= f(z,y), con el plano vertical que pasa por el punto
P= (a, b, f(a, b)) y se apoya en la recta del plano XY que pasa por A = (a, b) y tiene vector director U, obtenemos una curva C
que esté contenida en Sy pasa por P. Entonces la derivada direccional D f(a, b) es la pendiente de la recta tangente a C' en P
como curva en el plano vertical, recta que se conoce como recta tangente a la grafica de f segiin la direccién u.

La curva C podemos parametrizarla mediante T'(t) = (a -+ tu1, b+ tuy, f(A+tu)) , conlo que P =T(0) y un vector tangente
ala curva C en el punto P es, precisamente, ’f‘ﬁ =1/(0) = (u1,us, D.f (a, b)) . Como vimos en la Seccién 1.5, el vector 'fi

debe ser perpendicular al vector n(a,b) = (—fz(a,b), —fs(a,b),1), que es el vector normal al plano tangente a S en P.
Entonces

0 =T -fi(a,b) = —ui fo(a,b) —ua f,(a,b) + D= f(a, b),

por tanto, despejando DE\ f(a,b) y usando, como es tradicional en este contexto, el gradiente V f = (f;, f,), obtenemos
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D;‘f(aa b) :ulfz(a7 b) +u2fy(a7 b) = Vf(a, b) ) ﬁ?

que es una férmula muy 1til para calcular las derivadas direccionales. Esta formula también vale para el caso de un campo escalar
de tres variables, como se puede comprobar usando directamente la regla de la cadena.

Propiedades del gradiente

Propiedad de direccion éptima del gradiente. Sean f:U — R un campo escalar de dos variables de clase C'*(U), (a,b) un
punto interior de U y u un vector unitario. Si a es el dngulo que forman V f(a,b) y u, entonces la expresién que acabamos de
deducir se puede escribir

D f(a,b) =V f(a,b)-u=||Vf(a,b)| - [[u]l-cos(az) = [V f(a,b)| - cos(a)-
Si Vf(a,b) # 0, este valor alcanza su mdximo cuando . = 0, es decir, cuando = V f(a, b)/ |V f(a, b)|| es el vector unitario
de la misma direccién y sentido que el gradiente V f(a, b), en cuyo caso dicho méaximo vale ||V f(a, b)||.

Anélogamente, el valor minimo de D f(a, b) se alcanza cuando U = —V f(a,b)/ |V f(a, b)|| es el vector unitario de la misma
direccién y sentido contrario que V f(a, b) y dicho valor minimo es — ||V f(a, b)||.

z

b (a,b)

Propiedad de direccién 6ptima del gradiente.

Esto significa que si consideramos un mapa topografico de una montafia, el vector gradiente en un punto genérico indicara la
direccién de maxima inclinacién de subida desde ese punto.

Propiedad de normalidad del gradiente. Sea ¢ = f(a,b) y consideremos la curva de nivel f(z,y) = ¢ que pasa por (a,b). Si
dicha curva es regular en el punto (a, b), entonces el vector gradiente V f(a, b) es normal a la curva de nivel f(x,y) = c en dicho
punto. En otros términos, si V f(a, b) no es el vector cero, entonces el vector [— fy(a,b), fa(a, b)] es tangente a la curva de nivel
en (a, b).

Podemos ver esta propiedad tomando una parametrizacién de la curva de nivel, digamos (z(t), y(¢)). Entonces f(z(t),y(t))) =c¢
para cualquier valor del pardmetro ¢, asi que derivando con respecto a ¢, tenemos fyz' + fyy' =0, luego Vf = (fz, fy) es
perpendicular al vector tangente a la curva de nivel (z',y').
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0 fly)=e

D)

Normalidad del gradiente a la curva de nivel.

Otra forma de verlo es la siguiente: Sea C' la curva que se obtiene al cortar la superficie z = f(z, y) con el plano horizontal z = c.
Entonces dicha curva pasa por P = (a,b,c) asi que la recta tangente R a la curva C en P estd contenida en el plano tangente
z=c+ fz(a,b)(x —a)+ fy(a,b)(y —b) . Por otro lado, dicha recta tangente R estd contenida en el plano z = ¢, asi que la recta
R es la interseccion de los planos z =c+ f;(a,b)(x —a)+ fy(a,b)(y —b) y z=c. Usamos ahora que la recta tangente a la
curva de nivel f(z,y)=c en el punto (a,b) es la proyeccién de R sobre el plano XY, es decir, la recta que viene dada por la
ecuacion ¢+ f,(a, b)(z —a) + f,(a,b)(y —b) =c o, lo que es lo mismo, f,(a,b)(z —a)+ fy(a,b)(y—b) =0 .

Ejercicios
Ejercicio 1. Calcula las derivadas direccionales en la direccién u que se indica de las siguientes funciones en el origen de
coordenadas y el punto (1, —1).

L f(z,y) =a® +2zy —y° yu = (v2/2,V2/2).

2. f(z,y) =sen(m(z +y)) cos(n(z —y)) y u = (1/2,V3/2).

3. f(z,y) =1+2z - 3zy+y? yu=(-1,0).

4. f(z,y) =™ —log(l+z) yu=(v3/2,-1/2).
Ejercicio 2. Sean T = (z, y) el vector de posicién de un punto en el plano y » = | T|| = /22 +y? su distancia al origen. Sean ¢
un vector de constantes y A una matriz simétrica de orden 2. Sea u un vector unitario. Prueba que

_ —2(= = 2.2) L 2 AR 9=, AT
Dﬁ(r")—nrn (r-u), Dﬁ(c r)=c-u, Dﬁ(r AT) =21 Au,
y comprueba que se dan igualdades analogas en el caso de tres variables.

Ejercicio 3. De un campo escalar diferenciable f se sabe que en el punto P = (1, 2) su derivada direccional en la direccién desde
P hacia A = (2, 1) vale 2 y que su derivada direccional en la direccién desde P hacia B = (0, —1) vale —2. Halla el gradiente de
fenP.

Ejercicio 4. Se sabe que (1,—1,—2) es un punto de una superficie z = f(z, y) en la que el plano tangente es 3z —2y+2=3 .
Sea C la curva de nivel de f que pasa por el punto (1, —1). ;Cudl es la recta tangente a C' en el punto (1, —1)?

Ejercicio 5. En un cruce de tres carreteras, la primera va en direccion norte y tiene una pendiente de subida del 10\%, la segunda va
en direccion suroeste y tiene una pendiente de bajada del 5\% y la tercera es horizontal. ;En qué direccién va la tercera?

Ejercicio 6. Dado el campo escalar f(x,y) = z3y? +sen(z +y) , se pide:

1. Halla la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto P = (1, —1, 1).

2. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva de nivel de f que pasa por A = (1, —1).

3. Determina las direcciones u para las que se tiene D_f(1, -1)=4.

4. Halla las ecuaciones en forma continua de las rectas tangentes a la grafica de f en el punto P = (1, —1, 1) segtin las
direcciones obtenidas en el apartado (3).
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Ejercicio 7. De la grifica z= f(z, y) de un campo escalar de clase C’l(RQ) se sabe que su plano tangente en el punto
P =(1, 2, z) viene dado por la ecuacién 3z —2y+2z=4 .

1. Calcula zg.

2. Determina las direcciones u para las que D f(1, 2) = 2.

3. Determina si la recta tangente a la grafica de f en el punto P y en la direccién dada por el vector v = (\/i /2, —/2/ 2) pasa
por el punto @ = (0, 1, 3).

4. Sea C la curva de nivel de f que pasa por el punto A = (1, 2). Halla la ecuacién de la recta tangente a C' en el punto A.

Ejercicio 8. Sean f el campo escalar dado por f(z, y) = 1/(z —1)(y+2) y P el punto dado por P = (4, 1, 3).

1. Halla el dominio U de f y determina su frontera y sus puntos interiores.

2. Calcula las direcciones unitarias u para las que se tiene D f(4, 1) = 7/10.

3. Halla las ecuaciones continuas de las rectas que son tangentes a la grafica de f en el punto P segun las direcciones obtenidas en
el apartado anterior.

4. Hallar la ecuaci6n del plano tangente a la grafica de f en el punto P y comprueba que dicho plano contiene a las rectas btenidas
en el apartado anterior.

Ejercicio 9. La figura muestra diversas curvas de nivel de una superficie z = f(x,y); la més oscura es la que pasa por el punto
A=(2,1). Del campo f(z,y)se sabe que P =(2,1,6) estd en dicha superficie y que el plano tangente en P viene dado por
z=a+2zx+y .

0,5

o 03 1 15 2 jzs 3

1. ¢Cuanto vale el nivel en la curva de nivel que pasa por A?

2. ¢(Cuanto vale a?

3. ¢Cudl es el gradiente de f en A = (2,1)? Dibujalo en la figura

4. ¢Cudl es la ecuacion de la recta tangente a la curva de nivel en el punto A?

Ejercicio 10. Sea f(z,y) un campo escalar diferenciable en el punto A = (—1,0). Sabemos que el plano tangente a la superficie
de ecuacién z= f(z,y) en el punto P =(—1,0,f(A)) viene dado por la ecuacién 2z —y+2z+4=0. Sea
u = (v3/2,-1/2).

1. Calcula f(A) y la derivada direccional D_ f(A).

2. Halla la recta tangente a la gréfica de f en P segtn la direccién u.

3. Halla la méaxima de las derivadas direccionales de f en A.

Ejercicio 11. Las rectas R; y Ry dadas en forma continua por

z+2 +1 z+2
Ri=zr=y= y RQEm:yT: 1

se cortan en un punto P = (2, 4o, 20) de la grafica de un campo escalar f(z,v) de clase C'(R?) y, ademés, ambas estin
contenidas en el plano tangente en P a dicha grafica.

Halla el punto P y la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto \)P \).
Halla el gradiente de f en el punto (xg, 3o )-
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Halla una direccién unitaria u; que cumpla lo siguiente: la recta tangente a la grafica de f en el punto P y en la direccién u; es la
recta R;.
Halla la ecuacién de la recta normal a la curva de nivel de f que pasa por el punto (zg, yo)-

Ejercicio 12. En la figura se muestran diversas curvas de nivel del campo escalar f definido por f(z,y) =522 —7zy +3% yel
punto P =(1,1).

Al 1.5 2 25

Halla la ecuaci6n del plano tangente a la grafica de f en el punto Q = (1, 1, f (P))

Halla la direccién u en la que la derivada direccional de f en P es maxima, calcula este valor maximo y dibuja el vector u en la
imagen (situando su origen en P).

Halla todas las posibles direcciones v en las que se cumple que Dj f(P) =3 y dibuja dichos vectores ¥ en la imagen (situando
su origen en P).

En la figura, la curva C' (de color mas oscuro) es la curva de nivel que pasa por el punto P = (1,1). Halla la ecuacién de la recta
tangente a C' enP.

Prueba el teorema del valor medio para el gradiente, que establece lo siguiente: Dado un campo escalar f de clase
C' en su dominio U, sean A y B puntos interiores de U de forma que el segmento que une A con B estd contenido en U.
Entonces existe un punto C' en dicho segmento tal que f(B) — f(A) = Vf(C)-(B—A) . (Indicaci6n: Parametriza el segmento y
aplica el teorema del valor medio para funciones de una variable y la regla de la cadena.)

1.6. Las derivadas direccionales y las propiedades del gradiente is shared under a not declared license and was authored, remixed, and/or curated
by LibreTexts.
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