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1.3. Derivadas parciales

Derivadas parciales

El objetivo principal de este capitulo es explicar cémo se extiende el concepto de derivada de una funcién de una variable a campos
escalares de varias variables. El concepto de derivada de una funcién f(z) surge como solucién del problema de trazar la recta
tangente a la curva de ecuacién y = f(z) en un punto. Para un campo de dos variables f(z,y) nos plantearemos, en la siguiente
seccion, el problema de hallar el plano tangente a la superficie de ecuacién z = f(x, y) en un punto de dicha superficie y veremos
que de dicho planteamiento surge, de manera natural y por analogia con la definicién de derivada, la nocién de diferencial de un
campo escalar de dos variables. En esta analogia desempefian un papel fundamental las derivadas parciales, que son las que se
obtienen derivando una funcién de varias variables con respecto a una de ellas cuando se dejan las demas constantes. En esta
seccion estudiamos las derivadas parciales y su interpretacién geométrica.

Sea f:U — R un campo continuo de dos variables y sea (a, b) un punto interior del conjunto U. La derivada parcial de f con
respecto a z en el punto (a,b) es, si existe el limite, el nimero
0
—f(a, b) = lim
Ox

z—a T

f($7b)7f(aab)

a

O sea, la derivada parcial de f con respecto a z en (a, b) se calcula derivando la funcién f con respecto a su variable z mientras
mantenemos su variable y constante e igual a b.

Andlogamente, la derivada parcial de f con respecto a y en el punto (a, b) es, si existe el limite, el nimero

6f . f(aa y) — f(aa b)

—(a,b) =lim ———————=.

Ay y—b y—b
O sea, la derivada parcial de f con respecto a y en (a, b) se calcula derivando f con respecto a y mientras mantenemos = = a
constante.

. . . . Of of of . .
Para el caso de tres variables, se definen las derivadas parciales 22 90 B como los valores que se obtienen al derivar con
' Oy’ Oz

respecto a cada una de las variables manteniendo las otras dos constantes; por ejemplo

0 7b’ - 7ba
a—i(a’b,c)zlifcl f(a zz_f(a c).

En algunos libros se emplean los incrementos de las variables, Az =z —a, Ay =y — b, en los limites que definen las derivadas
parciales:
8f f(a+A$,b)*f(a,b) 8f f(aab+Ay)7f(aab)

—(a,b) = lim —(a,b) = lim ,
Oz ( ) Az—0 Az 8y ( ) Ay—0 Ay

y en 3D, tomando por ejemplo Az=z—c,

ﬁ( b )_ i f(a,b,c+Az)ff(a,b,c)
9z YT A Az '

Observacion practica importante. En la practica, para calcular una derivada parcial no se aplica el limite que la define, sino que
se emplean las reglas habituales de derivacién de funciones de una variable con la variable con respecto a la cual queremos derivar
parcialmente, manteniendo constantes las demds variables. Por ejemplo, si tenemos f(z,y) = sen(ﬂ':czy) +x —xz3y y queremos
hallar sus derivadas parciales en el punto (1,—2) hacemos lo siguiente: para hallar la derivada parcial de f con respecto a x,
suponemos que la y es constante y derivamos como si f solo fuera funcién de x:

0 0
6_f = 271zycos(rz’y) +1 — 32y, luego 8_f(1’ —2) = —4mcos(—2m)+7="T7—4nr.
z z
Para hallar la derivada parcial de f con respecto a y, suponemos que la x es constante y derivamos como si f solo fuera funcién de

Yy
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0

= z? cos(mz’y) — 3, luego —f(l, —2)=mcos(—27)—1=m—1.
Ay Oy

Otras notaciones. Hay otras notaciones muy extendidas para denotar las derivadas parciales. Por ejemplo, si expresamos una

variable » como funcién de z, y, z digamos u = f(z, y, 2), entonces las derivadas parciales pueden aparecer escritas en diversos

textos de las siguientes maneras:

of _
or

Ou of ou of ou
fw:Dmf:ux:%§ %:fy:Dyf:uyza_y; azfz:sz:uz:E-
o of .
Nosotros casi siempre usaremos 3 ° fz- En algunos casos se manejan campos escalares u(z,y, z,t) que dependen de tres
XL

variables espaciales z, y, zy del tiempo t. En estos casos, para la derivada parcial con respecto a ¢t se emplea a menudo la notacién

.. Ou
de Newton con un punto sobreescrito: u = B
Vector diferencial y gradiente
of of of . . . .
El vector Df(a,b,c) = 8—(a, b,c), 8—(a, b,c), 8—(a, b,c)| formado por las derivadas parciales se llama vector diferencial
z y z
de f en el punto (a, b, c). Para campos de dos variables, se suprime la tercera coordenada y el vector diferencial de f en (a,b) es
0 0
Dfad) - | Frebo, Fabal.

En las aplicaciones, las variables z, y, z de un campo escalar f(z,y, z) pueden representar diversas magnitudes: presién, volumen
y temperatura; precios; ohmios, voltios y amperios; etc. Sin embargo, en muchos modelos de la fisica el contexto es el espacio
tridimensional, en cuyo caso las variables x, y, z corresponden, especificamente, a longitudes (con signo) y se usan para representar
posiciones T = (z,y, z); se dice entonces que son variables espaciales. Para este caso, el diferencial de un campo escalar
Df(T) =[fz(T), fy(T), f(T)] recibe el nombre de vector gradiente de f en T y se representa de las siguientes maneras (el
simbolo V se lee nabla)

of +

T+ 25 Y8 @), £ L)

of
Oz Oy 0z

Df(r) =grad f(r) = Vf(r) =
Para campos de dos variables, se suprime la tercera coordenada, y el gradiente es

of ﬁ} _0fy 0fs

gradf:szDf:[%, By p 3y

*La distincién entre diferencial y gradiente es, pues, sutil y en la mayoria de los libros de un primer curso de calculo de varias
variables apenas se insiste en ello. No obstante, es una distinciéon importante en disciplinas como la fisica, la mecénica o el
electromagnetismo. En este texto utilizaremos Df o V f indistintamente, con alguna excepcién que se indicara oportunamente,
aunque trataremos de emplear cada cual segun lo que sea tradicional en cada contexto (por ejemplo, Df para el concepto de
diferenciabilidad de la Seccién 1.4, pero V f para la propiedad de ortogonalidad a las curvas de nivel de la Seccién 1.5).

Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Si consideramos el punto P = (a, b, ¢) en la gréfica de f, de manera que ¢ = f(a,b), y cortamos dicha superficie con el plano de
ecuacion y = b, obtenemos una curva C en dicho plano. Entonces la derivada parcial f,(a,b) es la pendiente de la recta tangente
R; a esta curva en P. Para ver esto, observemos que la curva C; viene dada, por ejemplo, por la parametrizacion
T1(t) = (b, f(t,b)), conlo que P =Ty (a) y un vector tangente a esta curva en el punto P es T, = T/(a)= (1,0, f2(a,b)).

a https://espanol.libretexts.org/@go/page/49570


https://libretexts.org/
https://espanol.libretexts.org/@go/page/49570?pdf
https://es.wikipedia.org/wiki/Gradiente

LibreTextsw

z=fxy)

0 0
Interpretaciones geométricas de 6_f (izquierda) y de 6_f (derecha).
z Y

Anélogamente, la derivada parcial f,(a, b) es la pendiente de la recta tangente R, en el punto P ala curva C5 que resulta de cortar
la grafica de f con el plano # = a. La curva C; viene dada, por ejemplo, por la parametrizacién T3 (t) = (a, ¢, f(a,t)), con lo

que P = T5(b) y un vector tangente a Cy en P es Ty = Ty (b) = (0,1, fy(a,b)).
En la 51gu1ente seccién usaremos estas interpretaciones de las derivadas parciales como las terceras componentes de los vectores
T1 y T2 para resolver el problema de hallar el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en P.

Derivadas parciales segundas

Cuando existen las derivadas parciales de un campo escalar f en cada punto del dominio U se pueden definir las funciones
derivadas parciales de f, que vienen dadas por

of, of of. of of. of
8w'X€U_>ax(X)ER’ ay.XeU—>ay(X)eR, az.XeUﬁaz(X)eR.

En el ejemplo del campo f(z,y) = sen(rz?y) +z — x3y , vimos que

of
oz

g(m, y) = mx? cos(mxy) — 3.

— (z,y) = 2mxy cos(rx?y) + 1 — 3z2y, 5
Y

Las derivadas parciales de una funcién se suelen llamar derivadas parciales de primer orden porque sélo se deriva una vez. A su
vez, las funciones derivadas parciales de primer orden podrian ser derivables parcialmente, lo que nos lleva a plantear el proceso de
derivacién sucesiva introduciendo los conceptos de derivadas parciales segundas, terceras, etc.

af of

Sea f:U — R un campo de dos variables para el que existen sus funciones derivadas parciales primeras B a—: U —R. Las
T 0y
of of

derivadas parciales de estas funciones —— y —— se llaman, si existen, derivadas parciales segundas de f y, junto con sus

Ox ° 0Oy
notaciones habituales, son las siguientes:

¢ Derivada parcial segunda de f con respecto a « dos veces

af
a(%) _ 8 (0f\ _9F _
oz oz (8w> 0a?

¢ Derivada parcial segunda (o cruzada) de f primero con respecto a z y luego con respecto a y
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¢ Derivada parcial segunda (o cruzada) de f primero con respecto y y luego con respecto a

of
Nov) o (ory_ o
—_— | — = = z = D z] -
oz m(@) dzdy Ty vaf
¢ Derivada parcial segunda de f con respecto a y dos veces
(a)
) 0 (0N _OF_ . _p .

Volviendo al ejemplo del campo f(z,y) = sen(rz?y) +z — 2y , tendriamos

0(2mzy cos(mz’y) +1 — 3x2y)

fow = o =27y cos(mzy) — (2nzy)? sen(wxy) — by,

fo = a(mycos(”z;y) P13 o cos(raty) — (2may)(ma?) sen(raty) 322,
fro = O’ cos(a*/rwm2y) kol = 27z cos(rz’y) — mz? (2mzy) sen(mzy) — 322,

fow = O(ma” cosE;;ﬁy) ) = —m’z* sen(mz’y).

Observemos que se cumple f, = f,,; veremos luego que esta igualdad se da casi siempre.

Reiterando el proceso, a partir de las derivadas parciales segundas se definen las derivadas parciales terceras de f, que son ocho, y
asi sucesivamente.

Para campos de tres variables, hay tres derivadas parciales primeras (f;, fy, f.), nueve derivadas parciales segundas
(faz»> foy> foz Fyys Fyws Fyzs Fozs Foyy faz), 27 derivadas parciales terceras, etc.

Funciones de clase C™. Sea f: U — R un campo escalar continuo con dominio U. Diremos que f es de clase C"(U) si existen
todas las derivadas parciales de orden 1,2,3,...,ny son continuas en U y diremos que f es de clase C'°(U) si existen sus
derivadas parciales de todos los 6rdenes y son continuas, éste es el caso habitual de los campos que aparecen en las aplicaciones.

Teorema de Clairaut-Schwarz de igualdad de las derivadas cruzadas. Sea f: U — R un campo escalar de dos variables de
clase C? (U). Entonces las derivadas parciales cruzadas son iguales en U, es decir, foy = fyz enU.

Para campos de clase C? de tres variables, lo que se verifica es la igualdad entre cada par de derivadas cruzadas: foy = fua>
foo=fzy fyz = fzy .

Para las derivadas terceras: fyoy = fayz = fyaa » ¥ asi sucesivamente.

[Una demostracién]

Matriz hessiana de un campo escalar. Si f: U — R es un campo escalar de dos variables de clase C2(U), las derivadas parciales

.f:w fwy
fyz fyy

hessiana de f o diferencial segunda de f (en el Capitulo 4 veremos por qué).

segundas de f se agrupan en una matriz D?f = [ ] que es simétrica, por el teorema de Schwarz, y se llama matriz

Cuando el campo escalar depende de tres variables y es de clase C?, su matriz hessiana, que también es simétrica por el teorema de
Schwarz, es
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fzz fa:y fzz
D2.f = fym fyy fyz
fa fo [z
Ejercicios
Ejercicio 1. Calcula las funciones derivadas parciales de las siguientes funciones y su valor en el origen de coordenadas y el punto
(1,2)
(1) f(=z,y) =cos(rz) +sen(mwy) 2) f(z,y)==zy (3) flz,y)=5—-z*+zy
@) f(z,y) =2 +22y +3y° (B) flz,y)=e B (6)  flz,y) =/ a2 +1+y?
(1) f(@,y) = (3z +y)cos(rzy) ®) flz,y)=v6d—a®  (9) f(z,y)=e"(2y"—2?)
(10)  f(z,y)="Tay/e" ) f@y) =ze'+1 (12) f(z,y) =cos(@® +1°)
Ejercicio 2. Sea r = ||(z,y)|| = /z? +v?, el radio polar, la distancia al origen desde un punto (z,y) del plano. Determina el
vector diferencial de los campos centrales f(z,y) =" paran = +1,+2,... (en el caso n = 1 hay que estudiar con cuidado qué

pasa en el origen de coordenadas).

L - a b N . . .
Ejercicio 3. Sean ¢ = (a, b) un vector de constantes y A = [b ] una matriz simétrica. Determina el vector diferencial de los
c

siguientes campos:

1. La aplicacién lineal g(z,y) = ax + by o, en términos vectoriales, g(T) =€ - T , donde T = (z, y) es el vector de posicién de
un punto en el plano.
2. La forma cuadrética h(z,y) = ax? +2bzy +cy? o, en términos vectoriales, h(T) =T - AT .

Ejercicio 4. Formula y haz los Ejercicios 2 y 3 en el caso tridimensional.

Ejercicio 5. Calcula las matrices hessianas de los campos escalares de los Ejercicios 1, 2, 3 Y 4. Comprueba que, en general, la
matriz hessiana de la forma cuadratica h generada por una matriz A simétrica es D*h = 2A..

Ejercicio 6. Calcula las derivadas parciales primeras y segundas de los campos

fl(w,y,z)zxyz, fQ(x,y,z):cos(za:)—i—sen(wy), fg(x,y,z)zasz—3wyz+:vz2+2y2zw,
fi(z,y,2) =2’y +z2° +y°2
Ejercicio 7. Prueba que los siguientes campos cumplen las ecuaciones que se indican (siendo w una constante positiva):

1. u(z,t) = e cos(z /w) cumple la ecuacion del calor uy = w? gy, .

2. u(z,t) = (z —wt)? cumple la ecuacion de ondas uy = WUy, .

3. u(z,t) = sen(nz) cos(nwt) cumple la ecuacién de ondas sy = Wty .
4. u(z,y) = 2> —y® +zy cumple la ecuacion de Laplace gy, +uyy =0 .

Ejercicio 8. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann ligan las derivadas parciales de dos campos diferenciables u,v de la siguiente
manera

Ou  Ov Ou  0Ov
or Oy Y Oy oz’
1. Prueba que v = 22 —y? y v = 22y cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
2. Prueba que u = €” cos(y) y v = €® sen(y) cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
3. Prueba que si dos campos u, v de clase C? cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces ambos cumplen la ecuacién

de Laplace uz; +uyy =0 .

Si no se dan las condiciones del teorema de Clairaut-Schwarz, puede ocurrir que las derivadas parciales cruzadas no
sean iguales. Compruébalo con el siguiente ejemplo:

o 2% —y?
f(a:a y) = x?2 +y2
0 si (z,y) = (0,0).

https://espanol.libretexts.org/@go/page/49570


https://libretexts.org/
https://espanol.libretexts.org/@go/page/49570?pdf
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_del_calor
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_del_calor
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_de_onda
https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_de_Laplace

LibreTextsw

1. Prueba que sobre los puntos del eje X se tiene f,(x,0) = x y que sobre los puntos del eje Y se tiene f, (0, y) = —y (aplica
directamente sus definiciones como limites).

2. Prueba que las derivadas cruzadas de f son distintas en el origen: f,,(0,0) = 1, mientras que f,,(0,0) = —1 (aplica
directamente sus definiciones como limites).

3. Prueba que la hipétesis del teorema de Clairaut-Schwarz que no se cumple es la de la continuidad de las derivadas cruzadas en
el origen. Para ello, derivando directamente o bien usando la aplicacién WolframAlpha, calcula las derivadas parciales cruzadas
fay ¥ fyo para (z,y) # (0, 0) y calcula sus limites cuando (z,y) — (0,0) a lo largo de rectas de la forma y = max.

1.3. Derivadas parciales is shared under a not declared license and was authored, remixed, and/or curated by LibreTexts.
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