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2.2. Superficies definidas implícitamente en el espacio

Ecuaciones implícitas en el espacio 3D

Si tenemos un campo escalar de tres variables , los puntos  que cumplen  forman, en general, una
superficie . Entonces se dice que  es la ecuación implícita de  o que define implícitamente la superficie . Ya
conoces ejemplos de superficies definidas implícitamente, como los planos, dados por ecuaciones de la forma 

, la esfera unidad, dada por , y las cuádricas. En esta sección estudiamos el problema
de ver qué condiciones garantizan que  representa una superficie y si podemos despejar una de las variables en
función de las otras dos; por ejemplo, si podemos escribir  en función de  e  para representar la superficie de manera explícita
mediante una ecuación . La aplicación CalcPlot3D permite dibujar superficies dadas por una ecuación implícita
introducida desde el teclado, como el dibujo que se muestra a continuación.

La superficie .

Plano tangente a una superficie dada de forma implícita. Supongamos que la ecuación  define implícitamente
una superficie . Con la regla de la cadena podemos resolver de una manera sencilla el cálculo del plano tangente a  en un punto 

. Sea  una curva regular parametrizada por , contenida en  y que pasa por . Como 
sobre todos los puntos de , tenemos , lo que para  queda . Es
decir, el vector  es ortogonal al vector tangente a la curva en . Como  es cualquier curva regular contenida en  y que
pasa por , obtenemos que  es un vector normal al plano tangente a  en .

Normalidad del diferencial y plano tangente.
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Si , el plano tangente vendrá dado por . Si pudiéramos despejar
 entonces sabemos que  sería un vector perpendicular al plano tangente a  en el punto . Como 

 también es perpendicular al plano tangente, ambos vectores deben ser paralelos y, por tanto, comparando sus
componentes, tendría que cumplirse  y, además,  y . Parece, entonces, que la condición natural
ahora es exigir , es decir, que el plano tangente no sea vertical.

Teorema de la función implícita para una superficie en el espacio o para una ecuación con tres
variables
Teorema de la función implícita (3D, una ecuación). Sea  una función de clase  y sea  un
punto interior de  tal que  y . Entonces existen un círculo  centrado en  y una única función

 de clase  tales que  y que  es una solución de la ecuación  para cada 
; o sea,  para cada . Además, las derivadas parciales de la función  vienen dadas

por

Se dice, entonces, que la ecuación  define implícitamente la variable  como función de las variables 
cerca del punto . Es decir, las soluciones de la ecuación  forman una superficie que coincide, cerca del punto ,
con la gráfica de la función .

Los papeles de las variables son intercambiables: si  entonces podemos despejar  en función de , mientras que si 
 entonces podemos despejar  en función de .

Procedimiento de derivación implícita

Usando la regla de la cadena podemos derivar implícitamente , de forma parecida a como lo hemos hecho en
la sección anterior, para calcular las derivadas parciales sucesivas de  y determinar sus polinomios de Taylor centrados
en . Esto nos proporcionará buenas aproximaciones, que pueden ser de utilidad cuando sea imposible obtener  como
una fórmula explícita en términos de  e . Veamos un ejemplo.

Ejemplo. El origen cumple la ecuación . Además,  es un campo escalar de clase 
 para el que se tiene , de manera que  y el teorema

de la función implicita nos garantiza que la ecuación  define  como función de  en un disco  centrado en el
origen y que dicha función  es de clase  y cumple  y

Para determinar el polinomio de Taylor de grado  de  centrado en  usaremos el procedimiento de derivación implícita.
Para ello, empezamos derivando parcialmente con respecto a  en la igualdad anterior (en aras de la claridad, no escribiremos los
argumentos  en las expresiones de las funciones  ) obteniendo  para .
Tomando , como , nos queda .

Ahora, derivamos parcialmente con respecto a  en , y nos queda 
para . De nuevo, tomando  obtenemos .

Para calcular las derivadas segundas , derivamos implícitamente en las dos expresiones
obtenidas al derivar parcialmente. Así, derivando de nuevo parcialmente con respecto a  en la igualdad 

 obtenida antes, tenemos  para . Usando que
para , tenemos , nos queda  y, por tanto, .

Derivando en la misma expresión  pero parcialmente con respecto a , queda 
 para . Usando de nuevo que si , entonces 

, obtenemos  y, por tanto, . Como  es de clase 
, el teorema de igualdad de las derivadas cruzadas nos dice que 
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Finalmente, derivando parcialmente con respecto a  en la igualdad  obtenida antes, resulta 
 para . Volviendo a usar que si , entonces 

, obtenemos,  y, por tanto, .

Con estos resultados, el polinomio de Taylor de grado  de la función implícita  en el disco  definida por la ecuación 
 es

En el dibujo vemos (en colores fríos) la superficie implícita  y la gráfica (en rojo) del polinomio
de Taylor  en un disco pequeño centrado en el origen, se parecen tanto que la aplicación mezcla ambas superficies cerca del
origen.

La superficie  y la gráfica del polinomio de Taylor .

Ejercicios

Utiliza la aplicación CalcPlot3D para dibujar las superficies de los ejercicios y, en su caso, las gráficas de los polinomios de Taylor
obtenidos.

Ejercicio 1. En los siguientes casos, prueba que la ecuación que se da define implícitamente una superficie  y calcula el plano
tangente a  en el punto .

1. La ecuación  y el punto .
2. La ecuación  y el punto .
3. La ecuación  y el punto .

Ejercicio 2. Sea  un punto del octante positivo (o sea, ) que está en la superficie  dada por la ecuación 
.  

Prueba que el volumen del tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano tangente a la superficie  en  siempre vale
36.

Ejercicio 3. En los siguientes casos, prueba que la ecuación que se da define implícitamente la variable  como una función 
 de las 

otras variables  cerca del punto  y calcula el correspondiente polinomio de Taylor de grado  de .

1. La ecuación  y el punto .
2. La ecuación  y el punto .
3. La ecuación  y el punto .
4. La ecuación  y el punto .
5. La ecuación  y el punto .
6. La ecuación  y el punto  con .
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7. La ecuación  y el punto .
8. La ecuación  y el punto .

2.2. Superficies definidas implícitamente en el espacio is shared under a not declared license and was authored, remixed, and/or curated by
LibreTexts.

y+ +z = 3x3 y2z3 x2 P = (1, −2, 1)

xz− y+1 = 0ez P = (−1, 1, 0)
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