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6.1 Integrales de Linea

Muchos conceptos fisicos, como el de trabajo desarrollado por una fuerza, se expresan en términos del comportamiento de un
campo vectorial a lo largo de una curva, para lo que es necesario extender el concepto de integral. En los cursos de calculo con una
variable has estudiado la integral de una funcién continua en un intervalo. En esta leccién estudiamos las integrales de linea,
sustituyendo el intervalo por una curva en R? (para trabajar en R? basta con suprimir la tercera coordenada) y la funcién por un
campo escalar o vectorial continuo sobre esa curva. En la mayoria de las aplicaciones de los conceptos y teoremas que veremos en
esta leccién las variables z, y y z representan coordenadas espaciales, por eso trabajaremos con gradientes en vez de diferenciales.

Sea C' una curva regular a trozos parametrizada por T (¢), con t € [a,b], y sea F : C — R* un campo vectorial continuo. La

integral de linea de F sobre C' se define como
— b —_
/F-d?:/ F(T(t)-T'(t)dt. (1)
C a

Cuando la curva es cerrada, se usa una notacién especial que destaca este hecho: 7{ F-dT en cuyo caso la integral también se
c

denomina circulacién de F a lo largo de C.

Si la parametrizacion y el campo vectorial vienen dados por sus componentes, T(t)=(xz(t),y(t),z2(t)) ¥y

f(m, Yy, 2) = (P(m, Y, 2), Q(z,y,2), R(z,y, z)), entonces la integral queda

b

LF a5 = [ [P(a).0),20)2 () + Qe (0. u(0) 20)y () + R(e(®),u(0) 20) (1)) at (2)

por lo que otra notacién muy habitual para estas integrales de linea es
/f-d?:/sz+Qdy+Rdz. (3)

c c
Para el caso bidimensional F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))se escribe
/F.df:/deJery. (4)
c c

Propiedades de las integrales de linea de campos vectoriales. Sea C' una curva regular a trozos parametrizada por T (t), con
t € [a,b],ysean F,G : C — R3 campos vectoriales continuos.

LINEALIDAD : si A y y son nimeros reales entonces / ()\f? +/J,é’) -dT = )\/ F.dr +,u/ G.dr
c c

C

ADITIVIDAD : si C puede descomponerse en dos curvas C; y Cy que no se solapan, entonces

/?‘-d?:/ F‘-d?+/ F.dr. (5)
c e} C,

DEPENDENCIA DE LA ORIENTACION : El valor absoluto de fC F.dt no depende de la parametrizacién elegida, pero su signo
si. Si T; es una parametrizacién de C' con la misma orientacién que T entonces f c F.dr = f c F. dT1 , mientras que si Ty es
una parametrizacién de C' con orientacion opuesta a T, entonces [, F-dr = — [, F-dr; .

Observacién. Sea T (t), con t € [a, b], una parametrizacién regular de la curva C. Entonces, usando que || T’ (t)|| # 0, podemos
escribir

Foare [ FEE). by E)
F.dr = F(r(t)) -r (t)dt = F(r(t)) - T ()| dt. 6
JFar= [ FEo) Foa= [FEo) o) ©)

Elvector T () /||T’(¢)|| que aparece en esta integral es el vector tangente unitario T, de manera que F- ('/||7'|) =F - T esla

b
componente tangencial del campo F a lo largo de la curva y se tiene / F.dr = / F-T| ()| dt. Por su analogia con la
a

c
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b
integral / |T'(t)|| dt que nos da la longitud de C, la integral de linea también se suele escribir como / F.Tds, o bien
a C

/ F-T |dT|, donde "ds" y "|dT|"se lee "diferencial de la longitud de arco".
C

El campo F' (en rojo) y su componente tangencial (en verde).

Integrales de linea de campos escalares con respecto a la longitud de arco. Sea C' una curva regular a trozos parametrizada por
T(t) parat € [a,b] y seaf: C — R un campo escalar continuo. La integral de linea con respecto a la longitud de arco de f sobre
C se define como

b
AfwzlfUGMhGNﬁ (7)

donde "ds" se lee "diferencial de arco". Otra notaci6n habitual es / f|dT|. Ademads, cuando la curva es cerrada, se usa una
C
notacion especial que destaca este hecho: f fds.
C

En el caso de una curva plana y un campo escalar de dos variables, podemos interpretar geométricamente la integral de linea de un
campo positivo f sobre C' de la siguiente manera: Cortamos la superficie z = f(z,y) verticalmente a lo largo de la curva C' ; es
decir, sobre cada punto (z,y) de la curva levantamos una linea vertical de altura z = f(z,y). El resultado es como una valla
vertical cuya altura va cambiando. La integral de f sobre C' es el area de dicha valla.

Interpretacién geométrica de la integral de linea.

En particular, para el campo f = 1 la integral de linea nos proporciona la longitud de la curva

b
/lds:/ | ' (t)|| dt = longitud de C. (8)
C a

El teorema del cambio de variable para integrales nos permite probar que el valor de la integral no depende de la parametrizacién
elegida (sea la curva recorrida en el mismo sentido o en sentido contrario). Si, en particular, C es una curva regular de longitud L y
tomamos la parametrizacién natural T,:[0,L] — C donde s es el pardmetro longitud de arco , entonces sabemos que
| 7] (s)]| =1, luego

Af@:ALﬂﬂ@»w (9)

que es de donde viene la notacién.

Propiedades de las integrales de linea con respecto a la longitud de arco. Sea C una curva regular a trozos parametrizada por 7
y sean f, g: C' sendos campos escalares continuos en C'.

(1) Linealidad: si A y 4 son nimeros reales, entonces / (Af+pg)ds= )\/ fds +u/ gds.
C C C
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(2) Monotonfa: si f(z) < g(x) para todo z € C, entonces/ fds< / gds.
c c

(3) Aditividad: si C' puede escribirse como la unién de dos curvas C; y Cs, entonces / fds= / fds+ / fds. Esta
C Cy C

propiedad facilita los calculos en el caso en que distintas porciones de la curva se parametrizan mediante férmulas distintas; un
poligono, por ejemplo.

EJERCICIOS DE LA SECCION 1

3

Ejercicio 1. Sea C el arco de la curva de ecuacién y = z° recorrido desde el punto (0, 0) hasta el punto (1,1). Calcula la integral

de linea del campo vectorial F(:c, y) = (y3, 23 + 3zy?) sobre C.

Ejercicio 2. Sea C el rectdngulo de vértices (0, 0), (1,0), (1,2), (0,2). Halla % (2zy — %,z +y?)-dr .
C

Ejercicio 3. Sea C la curva cerrada formada por los arcos de las parabolas y = 2% e y% = z recorrida en sentido positivo. Calcula

]{(a:y,w—&—y)-df.
C

Ejercicio 4. Calcula y{ (—y,z*+2)-dT , donde C es la circunferencia de centro el origen y radio a orientada en sentido positivo.
c

Ejercicio 5. Calcula ?{ (- v dx +2* dy) sobre el triangulo C de vértices (0,0), (1,0)y (0,2).
c

Ejercicio 6. Calcula % 2zy d:c—i—(y2 —a:z)dy, donde C es la cardioide de ecuacién r=1+cos(f) orientada en sentido
C
antihorario.

2

Ejercicio 7. Calcula / (z® —2zy,y® —22y) - dT , donde C es el arco de la parabola y = > comprendido entre (—1,1)y (1,1).

C
Ejercicio 8. Dados los puntos O =(0,0,0), A=(1,0,0), B=(1,1,0) y P=(1,1,1), calcula la integral de linea

/ ydz — (z —y)dy +x dz alo largo de cada una de las tres curvas que tienen O como punto inicial y P como punto final dadas
a con-ti-nua-cién: (1) La diagonal OP, (2) las aristas del cubo OABP y (3) la quebrada OBP.

Ejercicio 9. Calcula la integral de linea del campo F‘(a:,y, z) = (yz,zz,zy) sobre el segmento parametrizado por
T(t)=(1+¢ —-1+¢1+2t) parat € [0,1].

Ejercicio 10. Sea C la hélice T () = (2 cos(t), 2 sen(t), t/3), con t € [0, 47]. Halla / (z,2y,y)-dr.
c

Ejercicio 11. Calcula / zdz, siendo C la hélice cénica T (t) = (¢ cos(t), t sen(t), t), para t € [0, 67].
C

Ejercicio 12. Calcula 7{ ydx +zdy+xdz, donde C es la curva interseccién de las superficies z=zy y 2 +y*> =1 con
c

orientacién positiva si se mira la curva desde arriba.

Ejercicio 13. Calcula f(y—z) dz+(z—z)dy+(z —y)dz , siendo C el tridngulo de vértices (a,0,0), (0,5,0) y (0,0,c)
c
recorrido en este sentido.

Ejercicio 14. Calcula la integral / a:2y ds sobre las siguientes curvas.
c

(1) La semicircunferencia 2 +y? =1, con y > 0.

(2) La semicircunferencia % +y? =1 , con z < 0.

(3) La quebrada que une consecutivamente los puntos (1,1), (1,0)y (0,1).
(4) El segmento que une los puntos (1,2)y (3,—1).

Ejercicio 15. Prueba la siguiente propiedad de la cicloide: Si un punto se desliza por la cicloide (invertida), sin velocidad inicial,
desde un punto A hasta el punto mas bajo B sujeto Gnicamente a la accion de la gravedad, entonces el tiempo que tarda en llegar
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hasta B es el mismo sea cual sea el punto A de partida (esta propiedad se conoce como tautocronia). Para ello, utiliza que la

velocidad es ds/dt = 1/2gy , siendo y la distancia bajada medida en vertical, de manera que el tiempo que se tarda en recorrer un
ds

c 1/2gy.

Ejercicio 16. Calcula las siguientes integrales con respecto a la longitud de arco.

arco C de cicloide es t =

€h) /c:(ar;2 +4?)ds , siendo C la espiral T (t) = (cos(t) +t sen(t), sen(t) —t cos(t)) cont € [0, 27].
2 L y2 ds, siendo C la cicloide generada por una circunferencia de radio unidad.

3) L m2y2 ds, siendo C la circunferencia unidad.

4 /c:(a: +y)ds, donde C es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0)y (0,1).

(5) / 2y ds, siendo C' la curva cerrada formada por los arcos de las parabolas y = x? ey? =2z con0 <z <1y
C
0<y<L

Ejercicio 17. Dada la funcién f(z,y) = z%y?, calcula las integrales de f con respecto a la longitud de arco sobre las curvas dadas
por las siguientes parametrizaciones.

(1) T1(t) = (cos(t), sen(t)) , con t € [0, 27].

(2) T2(t) = (cos(2t), sen(2t)), con t € [0, 27].

(3) T3(t) = (cos(t), —sen(t)) , con t € [0, 27].
Observa que las tres son parametrizaciones distintas de la circunferencia unidad. ; Cémo se recorre la circunferencia en cada caso?,
¢como influyen los diferentes recorridos en el valor de la integral?
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