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11.1: Resueltos

? Problema 11.1.1

Consideremos el campo eléctrico
E(z,t) = Ey cos(wt — k2)u, + Ey sin(wt — kz)u,
siendo u,, uy los correspondientes vectores unitarios. ¢Es una onda armoénica?. Escribir E en representacién compleja. ¢Es
una onda plana? ;Cudl es su estado de polarizacién?
Respuesta
Si es una onda armoénica, pues se puede escribir del siguiente modo
cos(wt — kz)
sin(wt — kz)
Eo ) cos(wt — kz)
= u;,u
01" Ty cos(wt—kz—%)
ei(wtsz)
= EO (uza Zuy) (ei(wt—kz) >

= (Eou, + Eyiuy) A7)

E(z,t) = By (u,,u,) (

? Problema 11.1.2

Dar respuesta a las siguientes cuestiones
1. La suma de dos ondas planas ¢es siempre una onda plana?
2. ¢La superposicion de dos ondas linealmente polarizadas iesta siempre linealmente polarizada?

3. La superposicion de dos ondas circularmente polarizadas § esta siempre circularmente polarizada?

Respuesta

1. Una onda arménica es aquella para la cual

0’E
= —w’E
o2

lo que es equivalente a la definicién que hemos dado
Ej = Aj(r) cos(wt — gj(r))

Se verifica que la dependencia temporal es arménica, lo cual no quiere decir que forzosamente la funcién dada sea una
onda, es decir, cumpla la ecuacién de ondas.

2. Representacién compleja

i £ p (uy4uy) —w

Nétese que cambiar el signo del argumento de la exponencial no cambia nada en la representacion real, pues el coseno es
una funcién par. S6lo hay que pasar a representaciéon compleja el coseno que lleva la dependencia temporal. Lo que puede
ser muy ltil, y ademas es legitimo es reescribir el coseno que no depende del tiempo usando la férmula

eza + e—za

cosa =
2
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Observacion: si utilizamos una férmula trigonométrica para descomponer el producto de cosenos obtenemos una suma de
dos ondas armoénicas. Se deja como ejercicio para el lector.

3. Velocidad de fase. Los frentes de onda corresponden a los puntos que verifican
k
wt — E-r(ul +uy) =cte
para simplificar supongamos que la suma u; +uy sigue el eje z (u; +us = |u; +uz|u,) . Entonces
k
wt — §z|u1 +uy| =cte

es decir, planos perpendiculares al eje z. La velocidad de fase es el coeficiente que multiplica al tiempo en

2w cte
B = t—2
k|ua; +u.] k|uy +ug|
cte
=vft —2—m
k|u1 +U2|

Lo tnico que podemos decir es que serd menor que la velocidad de la luz en el vacio. Para dar mds precisiones
necesitariamos conocer u; y us.

4. Expresarlo como superposicién de oap
E= Z onei(kj'r—wjt)

para hacerlo no hay més que recordar la expresion del coseno que no depende del tiempo en funcién de exponenciales
complejas. Manipulando un poco la representacién compleja se obtiene, pues,

£ — o itk r-w) . Eo iy v

2 2

donde k; = ku;yks = kusyw; = ws =w . Ahora podemos responder a la pregunta de si el campo dado es una oem: lo es
en la medida en que se descompone en suma de oap, que son soluciones cada una de ellas por separado (siempre que
|k| = 2% ) ylaecO es lineal (la suma de soluciones es solucién).

? Problema 11.1.3

Para cierta onda arménica plana

E(Z, t) _ Eoei(szwt)

Eoz(p“.q)
f+ig

se tiene

1. f=2p,g=2q.
2.f=q=0,p=g
3.p=0,9g=0

Respuesta

1. f =2p, g =2q. Esto implica

Eq = (p-+iq) (;)

luz linealmente polarizada: 6y — 6z = 0 . En representacion real p +iq = e y se tiene
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E, =acos(wt —kz— )
Ey =2acos(wt —kz— )

de donde se obtiene la polarizacién exactamente: es la recta
E,=2E,

2. f =2p, g=2q (hacer). Este segundo caso da circular levdgira y en representacion real, las ecuaciones paramétricas de
una circunferencia

E, =pcos(wt — k2)
E, = psin(wt — kz)

3.conp=0,g=0

Eo = (f +ig) (2)

de nuevo luz linealmente polarizada, vibrando en el eje y.

? Problema 11.1.4

Estimar la amplitud del campo eléctrico de una oap cuyo promedio temporal del vector de POYNTING es

1. 125 W /m? (bombilla)

a) 1 kW /m? (luz solar).

b) 1 W /cm? (laser continuo He — Ne).
¢) IMW /cm? (l4ser pulsado).

Respuesta

No hay mas remedio que hacer una hipétesis: que las ondas son expresables como oaps. Y esto es totalmente falso en la
mayoria de los casos.

E=E, ei(kT—wt)
Sabemos que

- 1 € 2
©)1=3/Zm

[Bo| =, [2, /= |(8)]
Mo

los valores numéricos que se obtienen son 307%, 868%, 2.7 x 103%,2.7 x 108
campo eléctrico que siente un electrén de un dtomo de H es, muy aproximadamente

1 1 14
E|

= — ~ 10—
dmeg 12 m

podemos apreciar que los cem de las ondas son siempre muy pequefios comparados con los campos atémicos internos. Esto

puede servir para justificar la aproximacion lineal para la fuerza recuperadora que hemos adoptado en el desarrollo tedrico.

de donde

\Y%

i respectivamente. Para comparar, el

? Problema 11.1.5

Consideremos dos ondas planas monocromaticas linealmente polarizadas que se propagan en la misma direccién. Determinar
el promedio temporal del vector de POYN— TING de la superposicion de ambas ondas si las dos ondas tienen la misma
frecuencia y los vectores E perpendiculares.
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Respuesta

Suponemos propagacion en el eje z, por lo que escribimos la proporcionalidad a un vector real como

Eo; ocu,
E02 Xy
La superposicién de ambos campos es una oap de amplitud (Eg; + Eqs) e**=% " de modo que, segiin la férmula
1 €0
8)=3 ™ |Eo1 +Eoa| *ug = (1) +(S2))
0

Observaciones: para que esto ocurra basta con que los productos escalares Eg; - Eg2 v Eo1 - Ej, sean nulos. Los estados
de polarizacion en que esto ocurre se llaman estados de polarizacion ortogonales. Pero esta condicién ademas de las
polarizaciones lineales ortogonales, la cumplen dos ondas polarizadas circularmente, una dextro y otra levo.

Para llegar a esto bastaria con haber considerado detenidamente la estructura de la onda y la definicion del vector de
POYNTING.

1
S Z,U_(El +E)A(B;+B2)=S;+S,
0

como la operacién de promediado es lineal se llega a (S) = (S1) + (S2) .

? Problema 11.1.6

Una carga ligada es iluminada por una onda arménica, plana y circularmente polarizada que se se propaga en la direccién Z.
Demostrar que r(t) describe una circunferencia en el plano XY'.
Respuesta
La ecuacién de la trayectoria de una carga ligada es
r(t) = +E067Wt
wp —w? —iyw
Una oap que se propague en la direccién del eje z cample

V-E=0
k-E=0

de modo que la componente z del campo segin el eje z es nula. Asi sucederd con el vector r(t), que es proporcional a él.
De suerte que el movimiento de las cargas se produce en

Copy and Paste
Image here.
Delete this
placeholder image

Figure 11.1.1: El vector r persigue al vector E
el plano zy. Es evidente que la trayectoria es circular, puesto que los dos vectores son proporcionales.

De otro modo,
—ss i6 T —iwt 7iw<t7i)
r=fE¢je " = |B|e"E™" = |B|Ege @

es decir, r(t) = | 8| E (t = %) . La trayectoria que sigue la separacién entre cargas es la misma que la del campo eléctrico,

solo que con un desfase temporal. Y esto se puede aplicar a cualquier estado de polarizacion.
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Demostrar que el promedio temporal de la potencia transferida a un electrén ligado P = {gi - E) cuando es iluminado por una
oap es
2 2
q yw
M (2 —w?)® +y2u?

Evaluar esta expresién con los datos del problema anterior. Calcular el tamafio de una superficie sobre la que incide la misma
potencia debido a la misma onda arménica plana.
Respuesta

1. No hay més que escribir explicitamente la expresion gr - Ey hacer su promedio temporal
gr = aE = aEge

donde « es la polarizabilidad. Como hemos separado la dependencia temporal
gF = (—iw)aEge ™"

Como tenemos un producto de cosas, que no es una operacion lineal, no podemos utilizar la representaciéon compleja. De

modo que vamos a pasar T y E a representacion real. Pero eso ya lo hicimos para el vector de POYNTING, sélo que con un

producto vectorial y no escalar. Revisando esos calculos uno se convence de que

. 1 R
{gr - E) = SR {qr - E}
Aqui si que vale la representacién compleja
gt - B = —iwa|Eo|’

de donde

iw
P=——(a—a")|Ef
4
expresion de la que se sigue inmediatamente la conclusién. Esta es la energia que la carga extrae de la onda incidente.

Obsérvese que es proporcional a 7.

2. Para w =5 x 10'°rad/s la potencia extraida por la carga es 4.34 x 1072 W mientras que para wy es 1.4 x 1070
juna diferencia de quince 6rdenes de magnitud!. Cambios pequefios en frecuencia significan cambios enormes en la
interaccion radiacién-materia. Toda la energia que extrae la carga es luego reemitida en forma de ondas electromagnéticas.

3. Es una forma de evaluar el tamafio efectivo del 4tomo, la seccién transversal que absorberia la misma energia que la
carga ligada. Esa superficie se llama seccién eficaz. El (S) es potencia por unidad de superficie, de modo que (si la normal
a la superficie coincide con el vector de POYNTING)

[(S)|A=P

o 1 €0 2
S)=3 /e

y no hay mas que sustituir los datos en la expresion A = @ . Se encuentra, respectivamente, para w = 5 X 1015rad/ s la

seccién eficaz es de 3.34 x 10728 m? mientras que para wy es 1.08 x 1073 m? juna diferencia de quince 6rdenes de
magnitud!. Si suponemos la superficie circular, los radios respectivos son 10~ nm y 185nm. Este segundo niimero es
enorme. Esto es una signatura de que nuestros calculos en la resonancia no son tan precisos como pensamos. El primer dato
viene a ser una milésima del tamafio del atomo.

Como se trata de una oap, se cumple
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(el cielo azul...) Si en el problema anterior wy esta en el ultravioleta, digase si la potencia transferida es mayor para una w en el
rojo o en el azul (considérese v < w <K wp) .

Respuesta
; ; 2 2\ 2 2,02 ~ 2,2 ~
Las aproximaciones que hacemos son (w — ""0) — 7w Rwj +7w ~ W
2 2
q Yw 2
P~— — |E0|
2m wo

como wy4 > wg , se concluye que la carga es mucho més sensible a las ondas en el azul. Observaciones:

18 20

Figura 11.1.2: Aspecto cualitativo de la funcién P(w) con wy = 10

1. En la bibliografia encontraremos una dependencia no en w? sino en w?, ya que se suelen tomar mejores aproximaciones
de la dependencia con r de 7.

2. Esta férmula puede dar cuenta del color azul del cielo, asi como de los tonos rojizos del atardecer. Las moléculas del aire
extraen mas azul que rojo de la luz blanca incidente. Y reemiten en azul, pero no en la direccién incidente, sino en todas
direcciones. En el haz que progresa, por esto mismo, queda mas rojo que azul.

Cuando por el dia miramos a una direccién arbitraria del espacio (que no sea la del sol) la luz no puede venir més que de la
dispersién de la luz solar por la atmésfera. En el crepisculo ocurre el fenémeno complementario: cuando miramos al sol,
que ademads atraviesa una gruesa capa atmosférica por ser casi tangencial, vemos las componentes cromaticas que quedan
en el haz que progresa, es decir, mayoritariamente el rojo.

3. Este célculo lo hemos hecho suponiendo que la atmésfera es un medio 6pticamente no denso, lo que es falso. Pero
nuestra suposicion funciona porque en realidad existen fluctuaciones de densidad, bolsas de aire de mayor densidad que el
entorno que se comportan como una especie de agregados que, ellos si, constituyen un medio 6pticamente poco denso para
el que vale el tratamiento que se ha utilizado suponiendo unidades mds pequefias.
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Se tiene un dieléctrico que tiene una sola frecuencia de resonancia wy = 3.01 x 1015rad/ s. En dicho medio se propagan tres
ondas de frecuencias

w; = 3.04 x 10'°rad/s
wy = 3.14 x 10%rad/s
w3 = 3.02 x 10%°rad/s

¢Cudl de ellas se atenuara mas a medida que se propague? ¢Por qué?.Por sencillez considérese que para dichas ondas ky a son
paralelos.

Respuesta

Hay atenuaci6n en tanto en cuanto hay absorcion (si K =0 entonces a | k obiena =0, y en el primer caso la onda no se
atentia a medida que se propaga tampoco: el promedio temporal del vector de POYNTING no decrece). Si imaginamos la
situacién k|| a para las tres ondas a = “£ku, . Pero una vez que k # 0 (y eso ocurre para las tres frecuencias) estrictamente
no se puede decir para qué w la atenuacién es mayor. No obstante, si nos restringimos al caso particular expuesto, y
teniendo en cuenta la representacién (w), la solucién es w3 (a depende no de « sino de xw, pero eso no cambia la
conclusién - monotonia de la funcién, todas las frecuencias al mismo lado del pico-).

? Problema 11.1.10

(ionosfera: transparente al visible, espejo en radiofrecuencia) En la ionosfera el nimero de electrones libres por metro ctibico
es N ~ 10 m~3 . Calcular su contribucién a n y  para frecuencias del visible suponiendo que -y es despreciable.

Respuesta

Con vy ~ 0 se tiene el indice

2 2
1 w
@ _:1__p

me€g w2 w2

nf=1-N

utilizando, como para el caso de los metales, la nocién de frecuencia de plasma, w, = € mieo, que es un parametro que
€

agrupa todas las caracteristicas intrinsecas del material. Una evaluacién numérica para los electrones de la ionosfera arroja

10" m—3

wp =1.602 x1071C -
9.1 107 kg x8.85 x 10712

~1.76 x 10" Hz
que estd muy por debajo de las frecuencias del visible (orden 10*° Hz ), lo que significa
ng ]l

entonces n. ~n y por lo tanto k ~ 0. La ionosfera es transparente al visible, hecho concordante con la experiencia diaria.
Por otra parte, el valor del indice n ~ 1 es también lo que cabia esperar. La ionosfera serd completamente transparente para
el visible, pero reflectora para las radiofrecuencias, lo que es utilizado para propagar las ondas de radio.
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El promedio del campo eléctrico sobre los atomos viene dado por E + ?}TOP‘ Demuéstrese la siguente relacién entre la
constante dieléctrica relativa €, = é y la polarizabilidad atémica .

2N, a
3e
N,a
3eg

1+
€ =

Respuesta

Ligabamos la constante dieléctrica con la polarizacion a través del momento dipolar por unidad de volumen.

P :XeeOEmac
€=¢o (1+xc)
N 1
P=oa—— Z j,mic
AV N JEAV

Vamos a considerar que el promedio del campo microscépico actuante sobre los &tomos no es E (como en el desarrollo de
la teoria) sino E + 3_t0P . Entonces

1
P=Nya (Em + —P)
360

con Ny = Aiv- Si despejamos

y la susceptibilidad es

Nya
€0

Xe =
1—

Nya
3eo

de donde se llega sin dificultad a la igualdad propuesta en el enunciado.

? Problema 11.1.12

Aproximese €, en el problema anterior si JZ—O"“ < 1.

Respuesta
Lo que podemos hacer es desarrollar el denominador en sdp del término pequefio y quedarnos en la aproximacion lineal.

2Ny
1+ ==
3eo
~ Mva
3e0

2N N
= (H Va) (1+ V%...)
360 360

2N, N N
v + V& —14 V&
3e€o 3eg €

€ —

despreciando términos cuadraticos en

e ~1+

11.1Resueltos
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Figura 11.1.3: Un prisma de vidrio de 4ngulo a.

Esta expresiéon que hemos obtenido es la que hemos manejado en la teoria. Esta aproximacion consiste en despreciar el
término 3—1:0 en el promedio del campo actuante sobre los d&tomos. La condicién de validez de la aproximacién utilizada en
teoria es, pues ]\6]—0"‘ < 1.

? Problema 11.1.13

(prismas para desviar sin pérdidas) Considérese un haz plano linealmente polarizado que incide desde el aire sobre un prisma
transparente de vidrio de angulo o (ver figura 11.3). Se desea que dicho haz atraviese el prisma sin sufrir pérdidas por
reflexion en ninguna de las dos caras. ;Cuanto deben valer

1. el acimut del haz incidente
2. el angulo de incidencia
3.y el indice de refraccion del prisma

para que tal cosa ocurra?

Respuesta

No queremos que haya luz reflejada en ninguna de las interfases, para que la atenuacién sea minima. En principio tenemos
que calcular los coeficientes de reflexién y ver en qué circunstancias se anulan

Ry =74
Ry, =r A

R, =0 implica forzosamente A; =0 ya que r; nunca se anula: el haz incidente debe tener s6lo componente paralela
(acimut cero). Por otra parte 7 =0 implica que la incidencia en la primera cara del prisma debe ser en angulo de
BREWSTER 6; =05 . Los resultados se pueden trasponer a la segunda cara: la incidencia debe ser alli también en angulo
de BREWSTER. Hace falta ver qué valen 0; (o) y ny(a).

Con la condiciéon de Brewster, la ley de SNELL, etc, escribimos:
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tanf; = n,

sinf; =n, sind
ny cos by = cos b

sin@| = cos0;

T
0 +60, =—
10 B
tand' =n,
1
tan02 =
Ty

sinfy =n, sind),
Ny cosfy = cos b
sin @, = cosf;

T
/ _ 4
0, +0; = >
de aqui se tiene 6; + 60, = I ; utilizando las tres relaciones entre angulos se llega a la expresién, en la que aparece o
q B P que ap

00 +a =7
a=0,+6,

si usamos el valor hallado para o con 8, = ¢ llegamos a §; = 5 o bien 6; = % — % . También

2
1

Ny = —————
o
tan(;)
Comentario: la trayectoria del rayo dentro del prisma es perpendicular a la bisectriz del dngulo, lo que coincide con la
condicién de desviacién minima. Por otra parte, la utilidad de un prisma como el que acabamos de describir es desviar un
rayo sin pérdidas. Este método presenta ventajas frente a la utilizacién de espejos, siempre que seamos capaces de obtener
medios perfectamente transparentes.

? Problema 11.1.14

Un haz de luz linealmente polarizado incide sobre un prisma isésceles de indice de refraccién 1.5 tal y como se muestra en la
figura 11.4. El campo eléctrico oscila en un plano que forma un angulo con el plano de incidencia de 45°. Se desea saber el
tipo de polarizacién del haz saliente s y su intensidad respecto a la del haz incidente % en los casos en que el medio que rodea al
prisma sea: a) aire (n = 1) b) agua (n = 1.33).

Respuesta

1. Planteamiento. Se tiene |4 | =[A .| = %|A| (el acimut es oo =45°) . Para responder a las preguntas sobre el haz s

(haz emergente) tenemos que poner en relacién 11.1Resueltos
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N45°
N\

Figura 11.1.4: Prisma is6sceles de n = 1.5.

las amplitudes, lo cual se hace con las férmulas de FRESNEL. A los sucesivos procesos de transmision-reflexion-reflexion-
transmisién los denotaremos por 1, 2, 3, 4respectivamente.
P ORCRCNOY

Vamos a despreciar reflexiones multiples: la onda se podria reflejar en 4 , recorrer el camino inverso, reflejarse de nuevo en
1 y volver para contribuir a la onda emergente. Habida cuenta de que n = 1.5 la contribucion seria, en todo caso muy
pequefia.

2. Célculo. Una vez escritas las férmulas anteriores s6lo queda calcular. Las transmisiones 1,4 son en condiciones de
incidencia normal (8 = 0)

(0 _ 1) _ 2

"L = Ng +1N
[ @ 2n
” L n —|—n
a
por simetria sabemos que rl(‘z) = r‘(l3) y rf’) = rf). Consejo: cuando vayamos de mayor a menor indice es conveniente

examinar si estamos en condiciones de reflexion total o no para escoger las expresiones adecuadas. Para saberlo calculamos
nsin45° = 1.06y lo comparamos con n,.

- Sin, =1 estamos en reflexion total (vidrio-aire)
- Si n, = 1.33 no hay reflexion total (existe & para el caso vidrio-agua).
Tenemos que separar el estudio de ambos casos. Comenzaremos por el caso més sencillo (n, =1.33).

a) Podemos usar las formulas para los coeficientes de reflexion en las que aparecen los indices de ambos medios, el &ngulo
de incidencia y el angulo de refraccién (que hallamos por la ley de SNELL y vale ' = 0.92).

r =0.01921
r, =0.1386

t =Y =0.94

tY =) =1.06
el resultado es
Al =3.7x107"4; =2.6 x107*|A|

I
Al =1.9x 1024, =1.35 x 10 2|A|

como A’ o vector real la polarizacién es lineal. Podemos calcular su acimut, que vale
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!
tana’ = A—l =52
I
o =89°
El que los coeficientes de transmision sean mayores que 1 no significa que la energia aumente en la transmisiéon. Como en
la media del vector de POYNTING aparecen los indices hay casos en que un coeficiente es mayor que 1 y la energia, por
supuesto se conserva. De hecho, cuando el cambio de medio se produce en el sentido de disminucién de indice, como es el
caso de este problema, se demuestra que los coeficientes de transmisién tienen que ser mayores que 1. Las que tienen que
ser menores que la unidad son las transmitancias, ya que en su expresién intervienen los indices para compensar:

!
n 2
T =—|t.]
n
Para responder a la segunda cuestion hace falta percatarse de que
2
712 ! 12
AT Al (Al

=1.83x107*
|A? A2

I
= =
Apenas se refleja luz (menos de un 0.02%)
b) Ahora tenemos que resolver el caso en que hay reflexién total (n, =1).
r ="l
P, =eit

si queremos saber el estado de polarizacién sélo nos interesa la diferencia de fase, por lo que usamos la expresién

5, —6) cosf sin20—(%)2 1
tan< ) =
sin® 6 3

> _
de donde 6, —d) =0.32rad =18.4°y

) = =0.8

=g =12

que conducen a las siguientes relaciones entre las amplitudes de entrada y la de salida

Al =0.96¢™ 4 =0.679¢™ A

Al =0.96e A =0.679¢4|A

2(6,—6)) =1.287="73.7

No es lineal, y como la diferencia de fases no es :I:% tampoco tiene polarizacién circular, luego la polarizacién es eliptica.
Falta por relacionar las intensidades
2

|4 i

+| A}
A2

I/
T

El 8% que se pierde es muy poco: los dieléctricos apenas reflejan en incidencias proximas a la normal.

? Problema11.1.15

Un haz plano monocromatico de longitud de onda A incide desde un medio transparente de indice de refracciéon n al vacio, con
angulo de incidencia # = 60° (11.5). La onda estd linealmente polarizada de modo perpendicular al plano de incidencia.
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Calculese el indice de refraccién n para que la superposicién del haz incidente con el reflejado produzca un campo eléctrico

nulo (|E|2 = 0) , en cualquier instante de tiempo en el plano z = —2—3’\. (A eslalongitud de onda en el medio).

Respuesta

Tenemos que escribir una expresién para ambas ondas, sumarlas e imponer su anulacién para todo instante en el plano
= —% . La onda incidente es

Aei(k~r—wt) u,

donde k = ksinfu, +kcosfu,conk = k| =ng = 2—/\“ ( A es la longitud de onda en el medio). La onda reflejada
tiene un vector de ondas con signo cambiado en la componente z : k' = ksin fu, — k cos fu,

. H; J—
A z(k r wt) ”
Sumamos para obtener

E=A (eik cos 0z + rle_ik cos Gz) ei(k sin fz—wt) u,

Figura 11.1.5: Interfaz medio transparente - vacio.

El primer paréntesis debe ser cero si queremos que el campo se anule para todo t. Eso es porque la parte dependiente del
tiempo es suma de dos funciones (seno y coseno) que no se anulan a la vez nunca. En definitiva

12
r = et k cos 0z

utilizando que zy = —% y 8 =60° obtenemos

para ligarlo con el indice de refraccién del medio inicial necesitamos una expresion para r; . Advertimos que es un caso de
reflexion total (el coeficiente es un nimero complejo de médulo unidad), y las expresiones son entonces

TG =€

5 sin?6— (1)*
() -l

cosf

y como § | :—% +7 sedespejan =,/3/2.
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(formulas de Fresnel) Se tienen dos medios isétropos y homogéneos. El primero es un dieléctrico transparente de indice 7.
Sobre la superficie que los separa incide con dngulo #; una onda plana monocromatica linealmente polarizada a 45° con el
plano de incidencia. Si 8; = 0 ipuede la luz reflejada estar circularmente polarizada? Sabiendo que para 6; # 0 la luz reflejada
estd elipticamente polarizada y la reflectividad es menor que la unidad, indique la naturaleza del segundo medio.

Answer

Para responder a la pregunta por la polarizacion de la luz reflejada aplicamos las féormulas de FRESNEL: 6; =0 implica

R —A
7| = —r_. . Nunca podremos tener un haz reflejado polarizado circularmente, ya que al cumplirse <R| ) =7y ( A + )
1 A

la amplitud reflejada es proporcional a un vector real, y por lo tanto el haz es linealmente polarizado. Para caracterizar la
naturaleza 6ptica de un medio tenemos que especificar la parte real e imaginaria del indice de refraccion. Por ser la luz
reflejada eliptica, puede ocurrir que:

- segundo medio transparente, pero en reflexién total (n; > ny y 6; > 6.) o bien
- segundo medio absorbente (k2 # 0).

El hecho de que en el primer caso R =1 indica que la respuesta es la segunda opcién.

? Problema 11.1.17

Problema El tensor dieléctrico para cierto material es

a ib 0
E=¢| —ib a O
0 0 d

siendo a,b,d numeros reales con a>b>0yd#0. Calcular los posibles vectores de onda y las polarizaciones
correspondientes para una onda arménica plana con vector de ondas en el ejez.

Respuesta

El medio cumple et=¢ (matriz hermitica). Es transparente y 6pticamente activo. Vamos a atacar el problema como el de
los medios no activos, utilizando las ecMm. En particular se llegaba a la relacién

(k-Eo)k —K*E} + powéEg =0

como k, =k, =0 y k, =k y utilizando poey = c¢~2 la matriz queda

(£)%a—k  i(2)% 0 By,
—i(2)’%  (£)%a-K 0 Ey, | =0
0 0 (£)%a) \Eo-

para que |M| = 0 los valores que puede tomar & son dos:

C
entonces
b b0
M(k+):(z) —ib b 0
0 0 d

el vector Eq que satisface la ecuacién de autovalores M (k;. ) Eg = Oes

https://espanol.libretexts.org/@go/page/51214



https://libretexts.org/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/
https://espanol.libretexts.org/@go/page/51214?pdf

LibreTextsm

EO = .A.+ _Z

\section{Ejercicios y problemas}
con A € C. Es luz circular dextrégira. Siguiendo los mismos pasos se halla

1
Eog=A_| +i
0

para la ecuacién de autovalores M (k_) Eg =0 (luz circularmente polarizada levégira).

Cuando estudidbamos los medios no activos teniamos luz linealmente polarizada. En medios activos la polarizacién serd en
general eliptica.

? Problema 11.1.18

actividad optica Si en el problema anterior E(z =0,t) estd linealmente polarizado segiin el eje = calcular el estado de
polarizacién en z =d.

Respuesta
E(0,t) xu,
dicho de otro modo
Ey
E@O0,t)=] 0 |e ™
0

hemos encontrado que las ondas que se propagan segin el eje z deben ser combinaciones lineales de las ondas que
escribimos en el problema anterior. Es decir

1 1
E(Z, t) = A+ —1 ei(k+z_“’t) +A_| s ei(k,z—wt)
0

vamos a determinar los coeficientes de la combinacién lineal con ayuda de las condiciones del problema

A +A_
EO0,t)=[i(A_—A,) |e™
0
en consecuencia A, = A_ = % El campo es
E 1 1
E(d,t) = ?0 i | eitkrd) | | eilkd) | giwt
0 0

una posible forma de saber el estado de polarizacién es sacar la fase asi

cosf\ i)
E(d,t)=E; | sinf | e 2 ‘e
0
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conf= (k. —k_) % . En esta expresion resulta muy claro que la luz es linealmente polarizada, formando un dngulo € con
el eje z.

La direcci6n de polarizacién va rotando a medida que el haz se va propagando. Esto es lo que recibe el nombre de actividad
optica.

? Problema 11.1.19

Una onda arménica plana incide desde el vacio sobre un medio anisétropo unidxico siendo el angulo de incidencia distinto de
cero. El eje optico es perpendicular al plano de separacion entre el vacio y el medio, y ne > n, . Se desea saber el estado de
polarizacién de la onda refractada cuyo vector de ondas forme el mayor dngulo con la normal a la superficie.

Respuesta

En general se propagaran dos ondas con polarizaciones distintas. Para determinar los vectores de onda tenemos que cortar
la superficie de vectores de onda con el plano de incidencia. Se trata de una superficie bifoliada, una de cuyas secciones es
una semicircunferencia y una semielipse. Como el radio del elipsoide de vectores de onda en el plano perpendicular al eje
optico (que es su eje de revolucion) es ne% sabemos que la elipse sera mas grande que la circunferencia. La proyeccién
sobre el eje z de ambas ondas es la misma. La ordinaria se traza univocamente dibujando el extremo del vector en la
circunferencia y la extraordinaria poniéndolo en la elipse.

De las dos, la que mayor dngulo forma con la normal es la ordinaria. Su polarizacién es lineal perpendicular al plano
formado por k,y el eje dptico, es decir, en nuestra eleccion de ejes, sobre el eje y.

? Problema 11.1.20

Si se observa un objeto muy lejano a través de una ldmina planoparalela de un medio anisétropo se ve una imagen en lugar de
las dos imagenes que se verian si el objeto estuviera muy cercano. ¢Por qué? Considérese que sobre la lamina incide un haz de
rayos paralelos procedentes de un objeto puntual en el infinito y que se observa en el plano focal imagen de una lente delgada
convergente.

Respuesta

La luz llega en forma de oap, segun la hipétesis sugerida en el enunciado. Esa onda, en general, dard lugar a dos ondas
distintas dentro del medio anisétropo, que a su vez se propagaran separadamente a la salida. Si nos dicen que sélo se ve una
a la salida, quiere decir que las dos tienen la misma direccion (es decir, que sélo hay un vector de ondas a la salida: k"' ).

Sabemos que k; se conserva (condiciones de contorno). En la primera cara de la ldmina
k, =k
Por ser la ldmina planoparalela podemos escribir la igualdad

! "
k; =k, =k;

Y

Figura 11.1.6: Prisma anisétropo uniaxico.
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" e . . 7 " e . Qe o o
tanto k como k' estan en un medio isétropo. Las tres componentes de k' estan especificadas, al tener una condicién sobre
1 Q. .an Qg 12
k; y la condicion (que no se verifica para k' )

K| =n=
c

El reparto energético entre los rayos emergentes depende del eje éptico, el estado de polarizacién de la onda incidente y los
angulos de incidencia, por lo que no podemos precisar nada sobre él.

? Problema 11.1.21

Una onda arménica plana incide normalmente sobre una de las caras de un prisma tal como indica la figura. El prisma est4
hecho de un medio anis6tropo uniéxico con el eje éptico perpendicular al plano de la figura. Calcular el indice de refracciéon n
del medio que rodea al prisma para que la onda ordinaria sufra reflexién total en la cara AB mientras que la extraordinaria no
la sufre. Considérense 6 = 60°,n, =1.66 y n, =1.49.

Respuesta

Pasos a seguir: introducir la luz dentro del prisma. Las componentes tangenciales dentro del prisma, por aplicacién de las
condiciones de contorno, serdn (las de ambas ondas) cero, de modo que la propagacién continuaré en la direccién de
incidencia.

|ko‘ = Nor

|ke| = Nex

olg€nlE

Tenemos que imponer que la onda ordinaria sufra reflexién total: la componente tangencial del vector de ondas debe ser tal
que no haya ninguna componente tangencial en el segundo medio que la pueda igualar

. w . w
|k,|sinf =n,—sinf > —n
c c
n,sinf > n
La condicién anédloga para la onda extraordinaria es
\[

n>n_{e} \sin \theta
\notag ]

combinando ambas desigualdades

n,8inf >n > n,sinf
1.44 >n>1.29

Copy and Paste
Image here.
Delete this
placeholder image

Figure 11.1.7: Los polarizadores del problema, P1, P2 y P3 respectivamente.
ése es el intervalo de indices posibles.

Comentario: este prisma es un polarizador (a la salida tenemos luz linealmente polarizada independientemente del estado de
polarizacién de la onda de incidencia). La componente ordinaria no progresa mas alla del prisma en la direccion de interés
(se suele colocar otro prisma debajo para enderezar el rayo que nos interesa).
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? Problema 11.1.22

Supdngase que un polarizador lineal gira a una velocidad angular © entre un par de polarizadores cruzados entre si (figura
11.7). Demuéstrese que la intensidad luminosa emergente es

I
I(t)= go(l —cos4Qt)

donde I es la intensidad emergente del primer polarizador.

Respuesta

La forma mdas cémoda es escribir las matrices y aplicarlas al estado de polarizacién inicial. Vamos a suponer que la
polarizacién inicial es lineal y estd vibrando segun el eje z. Si Iy = |A|2
1
A=./] 0

ésta es la amplitud que abandona el primer polarizador. Las matrices son

0 0
P p—
’ (0 1)
( cos® Ot sithcoth)
P, =

sin Qt cos Ot sin® Q¢
La amplitud emergente debe ser

A' =P;P,A
)
sin Q¢ cos Qt

\
5

bty
\\?\n
\

-\
Y

Py

Figura 11.1.8: Sistema de polarizadores.

y la intensidad correspondiente
I' = Iy (sin Qt cos Qt)?
I
= Tosin2 20
I
= §0(1 —cos40t)

Sin hacer matrices, se puede razonar que el haz de luz a la salida del P, estara vibrando en la direccion de su eje, es decir

A — \/RCOSQt (COSQt)

sin Q¢
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el P; s6lo deja pasar la componente y, por lo que

A’zﬁcosﬁt( v )

sin Q¢

que es el resultado al que hemos llegado usando el formalismo matricial.

? Problema 11.1.23

Sea el sistema de la figura. P; y P, son dos polarizadores cuyos ejes de transmision coinciden con el z y el y, respectivamente,
y L es una lamina planoparalela de un medio anis6tropo unidxico con eje 6ptico paralelo a las caras, formando un angulo a
con el x. Suponiendo que perpendicularmente a P; inciden sobre el sistema dos ondas planas monocromaticas de longitudes de

onda A;yAe, icudnto deberan valer « y el espesor de la lamina para que el sistema deje pasar unicamente A; con transmision
maxima eliminando completamente el otro haz?

Respuesta

Siempre podemos calcular las matrices de L y P y aplicarlas al estado de polarizacion procedente del primer polarizador,
P, El 4ngulo del eje 6ptico de la ldmina con el eje z lo etiquetamos «, por lo que el dngulo conel ejeyesa =a —7/2 .

a ()

Copy and Paste
Image here.
Delete this
placeholder image

Figure 11.1.9: Secciones por el plano zy de P1, L y P> respectivamente

La matriz de la ldmina retardadora depende de la longitud de onda,
cos? a+ e sin’a cosasina (1 — e‘ié)
L= — = i§ 22 = i5 .2 =
cosasina (1 —e ) sin® a4+ e* cos® a

cond = 2/\—”(710 —ne)d

Entonces

A'=PLA
de donde

A' = /Tsinacosa (1—e ™) ((1))

)
I' = Isin?2asin? —

pero tenemos §; = 2—7’(n0 —ne)d .

Ai
. .0 . P
1.Si1 /’\2 = 0 entonces sin 72 =0. Por tanto do = 2rm con m € Z. Ya tenemos una condicién sobre d de la 1amina.
m)\2
d=—
T —TNe
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Fijémonos en que para que la luz llegue segun el eje  al segundo polarizador, es necesario que la lamina no cambie el
estado de polarizacién de la luz incidente, es decir, que 6 = 27m..

2. Para la segunda condicién es necesario que se maximicen los dos factores

sin2a = +1

0
.2 01
sm(2)

de donde o = j:%y

\section{Ejercicios y problemas}
debe ser maximo también, de donde
0h=CM+1)r

AL (no —me) M

con M € Z. Si suponemos que la diferencia de indices es la misma para ambas longitudes de onda

A2
0 =27 M—
1 =27 N
todo lo que podeos escribir es
2M+1 X
2m a )\1

que no podriamos verificarlo siempre, porque a un lado tenemos un racional y a otro un real. Pero tenemos dos escapatorias

a) Los racionales son densos en los reales, y podemos aproximar un real cada vez mas eligiendo m y M cada vez mas
grandes.

b) En el mundo real, donde no se puede medir con precisién infinita, el cociente de la izquierda es en definitiva también un
racional.

Si tomamos un ejemplo practico,

A1 =589.6 nm
A2 = 589.0 nm

y por simplificar, M = m , al despejar m de

2m+1 _ﬁ

obtenemos m ~ 491y I] =0.999951 ~ I

? Problema 11.1.24

Problema Un haz de luz esta formado por una mezcla de luz linealmente polarizada (intensidad I,, ) y luz no polarizada
(intensidad I, ). Indiquese como pueden obtenerse I, e I,,;, a partir de la medida de la intensidad que atraviesa un polarizador
que puede orientarse como convenga.

Respuesta

Tenemos una combinacién de luz linealmente polarizada y luz natural.

1,
I'= %—I—IPCOSZ@
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Variando el # podemos obtener las dos cantidades. Si representamos la intensidad emergente frente a la posicién del
polarizador, I’(6) obtenemos una curva cos® §

Tenemos una serie de maximos I},,x y de minimos I’

min

Inax = % +1,
L = Inp
con lo que
Lnp =210,
Iy = Inax — Iy

? Problema 11.1.25

Un haz plano de intensidad I incide con dngulo @ sobre un plano en el que se encuentran dos rendijas separadas una
distanciad.

1. Calctilese la intensidad en un plano paralelo al que contiene la rendijas y suficientemente alejado.

2. En una de las rendijas se coloca una lamina absorbente cuya transmitancia es 0.01. Determinese la visibilidad.

Respuesta

1. Se cumple la hipétesis z,d < D . Vamos a suponer n = 1. Hay ya una diferencia de fase ya al llegar al propio plano que
contiene las aberturas.Tenemos que calcular ese desfase previo para considerarlo en el argumento del coseno del término de
interferencia, g» — g1 =k (r2 —71) . La diferencia de fases al llegar a las aberturas es A. El camino 6ptico para la onda
superior es pues r; + A y para la inferior, r5. La diferencia de fases al llegar a la pantalla es, pues

dlf =k (7‘2 —7‘1) — kA
A se obtiene facilmente con argumentos geométricos: A = dsina . Si aprovechamos la condicién z,d < D podemos
ademds aproximar 5 y 71 y la diferencia de fase queda

. 2w zd .
dif ~ D —kdsina

en virtud de ¢, d < D podemos escribir, también, I; ~ I, . La expresion final es

27 xd
I1=2I, (1 +cos<—7rm——kdsina>)
AN D

2. Ponemos una ldamina absorbente, por ejemplo en la abertura superior. La intensidad que la atraviesa es un 1% de la que
incide sobre ella. I] =0.011; ~0.01/. El enunciado no nos da ninguna indicacién sobre el efecto de esta ldmina
absorbente sobre la fase, por lo que ponemos una cantidad indeterminada, §

I=1 (1 +0.01 —1—2\/0.01005(277‘-% —kdsina+6)>

la visibilidad es

o Inax — Imin

B Imax +Imin
Lyax =1.211
Lin =0.8115
V =0.198

la 1dmina absorbente hace que los minimos ya no sean nulos, y por lo tanto, la visibilidad no es buena.
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(Young con una fuente extensa) En el interferémetro de YOUNG de la figura 11.10, las dos rendijas son iluminadas por una
fuente extensa. La intensidad que se obtiene en la pantalla debida a una fuente puntual en 2’ es, si ¢’ < B,

27 r
dl, =2Jy<1 —d|—=+—= dz’'
o{ —I—cos[/\ (D—i-B)]} T

1. Calcular la figura interferencial considerando la fuente extensa entre —a/2 y a/2 como un continuo de fuentes puntuales
incoherentes entre si.

Donde Jj es una constante.

2. Calcular la visibilidad.

Respuesta

Segtin dice el enunciado

2n [z )

!
el término % en el argumento del coseno es la diferencia de fase debida a que la fuente puntual no esta en el origen (esta

férmula sirve para la intensidad creada por uno cualquiera de los puntos incoherentes de la fuente extensa) y las ondas no
llegan a la abertura con igual fase. Si se cumple que z’,d’ < B

2ndz’
k(rh — 1)~
(7’2 Tl) B

oL
I :

s

Figura 11.1.10: Interferémetro de Young.

En virtud de la incoherencia de las fuentes puntuales sobre la pantalla de observacién no se suman amplitudes (puesto que
no hay interferencia entre las ondas provenientes de distintos puntos de la fuente extensa) sino intensidades.

I:/ " dI,
5

Haciendo la integral y teniendo en cuenta que sin A —sin B = 2 cos (A—Jf) sin(A*TB) el resultado es

. T ad 27 xd
I'=2Jya (1 +SmC(X§> COS(TB))
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donde hemos introducido la funcién seno cardinal, sinc (z) = == . Para hallar la visibilidad calculamos los méximos y
minimos, teniendo en cuenta que el seno cardinal cambia de signo...

. T ad
smc(XE)D
el 2.2
smc()\ B ) D

sinc(%%i)‘ (figura 11.11). La funcién crece a medida que el argumento decrece. Cuanto mayor es el

tamafio de la fuente peor es la visibilidad. La visibilidad también desciende si se separan las aberturas ( d crece) o si se
reduce la distancia de la fuente a éstas (B). El primer minimo nulo,

Lax = 2Joa (1 +

Imin = 2J0a (1 -

De donde V =

mad
— =7
AB
marca un criterio cuantitativo razonable para distinguir una zona de buena visibilidad de otra de visibilidad mucho mas
pobre.
1
A\
0.6 \
\
A
0.4 \\
0.2 \
\/\/ ] T
2 1 6 ] 10 12
Figura11.1.1: V =V (g%)
Ejemplo

Si se tienen los datos a = 1mm, B =10 cm, A = 600nm ;cudl es la separacion entre orificios (d) que hace V' =07.

oo
\B "
AB
d=—
a
=0.06 mm

Para V #0 necesitamos d < 0.06 mm. El interferémetro de YOUNG es muy restrictivo cuando opera con fuentes
extensas. Eso hace que se puedan medir distancias (cualquiera de las que estdn en el argumento del coseno) con gran
precision.

El tipo de condiciones que hemos visto aparece en la bibliografia bajo el epigrafe "coherencia espacial”.

Por otra parte, hay que subrayar que si bien nuestro interés aqui ha sido encontrar zonas de V' alto (para poder observar
mejor la interferencia) hay muchas aplicaciones de medida que se basan en el efecto que acabamos de ver de rapida pérdida
de visibilidad. Si conocemos los datos del interferémetro (d, A, B) podemos medir el tamafio de la fuente separando las
aberturas hasta que V' =0 : entonces a = % . Esta técnica se aplica a la determinacién del didmetro aparente de las
estrellas (conocida su distancia...) y entonces el dispositivo se llama interferémetro estelar de MICHELSON.
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(interferencia con un espejo) En el montaje de la figura 11.12 se tienen dos fuentes puntuales incoherentes a distancias d; yds
del espejo que emiten con longitudes de onda A; y A, respectivamente. Determinar la relacion que debe haber entre dy, da, A1 y
Ao para que la figuras interferenciales de las dos fuentes coincidan.

Respuesta

Antes de atacar el problema en si debemos calcular la figura interferencial creada por una sola fuente. La interferencia es
posible porque la luz llega por dos vias a la pantalla:

1. directamente

2. reflejandose en el espejo 11.1Resueltos

er

d| go M
dy

T T

Figura 11.1.12: Interferencia con un espejo.

Siempre que se mantenga el requisito de diferencia de fase razonable, se podra decir que estas dos ondas son coherentes.

Podemos hacer la misma operacién que hicimos para simplificar el tratamiento del interferémetro de Michelson: sustituir
los espejos por las imagenes que crean (pero teniendo en cuenta el desfase que introducen). En este caso, tendremos dos
fuentes puntuales simétricas respecto al plano del espejo, y el sistema sera equivalente a un interferémetro de YoUNG. Se
cumple, como para este, que z,d < D . Entonces

27 2zd
I—2IO (1 +COS(TT +(5>>

Donde ¢ es el desfase (desconocido) introducido por la reflexién en un medio absorbente cual es el espejo. Por sencillez
hemos considerado | coef reflexion |~ 1; Si no fuese asi habria que arrastrar por todas partes I, = |r|2I1 .

Ahora podemos considerar las dos fuentes. Se cumple, respectivamente para cada una de ellas:

27 2xd;
I =2I(1 — )
0( +cos()\1 D + 1)>

27 2$d2
I =21+ — +0
’ ( COS(& D 2))

Como las fuentes son incoherentes entre si, cada par de imagenes debido a una fuente crea su figura de interferencia
independiente. Queremos que la distribucion de intensidad en x sea igual para las dos fuentes:

E2dil)1_2_7’l’2:15d2
M D X D

implica la condicién

4 d

M N

ademds, debe cumplirse §; = d5( mod (27)) para que los maximos coincidan.
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En un interferometro de MICHELSON iluminado de forma normal a los espejos se tiene un maximo de intensidad para una
frecuencia w.

1. Calcular la frecuencia mas préxima a w para la que también se tendria méxima intensidad para la misma separacién entre los
espejos.

2. Misma cuestién para un FABRY-PEROT.

Respuesta

Hay que imponer que para la misma configuracion del interferémetro tengamos la misma figura para ' y para w,
utilizando la condicion de méaximo, y seleccionar el w’ mas préximo a w. La condicién de maximo para # =0 es

2771-112d +6=27M

27 w

en frecuencias (T z ) tenemos

%2nd+5 =2rM

de donde, para cada frecuencia, respectivamente

c
=—(27M -6
@ 2nd( i )
/ c !
=—02mM"'-6
@ 2nd (2m )
Las dos frecuencias mas proximas a w para las que también se tiene maximo son las que cumplen M’ = M +1 .
me
/ _ i B
W =wE g

Esta deduccién la hemos hecho suponiendo que no habia dispersién en el indice de refraccién (n(w) =n (w’)) nien el
desfase (6(w) =& (w')) , lo que no es generalmente el caso.

El desarrollo del problema para un interferémetro de FP es analogo.

? Problema 11.1.29

En un interferémetro de MICHELSON iluminado de forma normal a los espejos se tiene un maximo de intensidad para una
frecuencia w.

1. Calcular la frecuencia mas préxima a w para la que también se tendria maxima intensidad para la misma separacion entre los
espejos.

2. Misma cuestién para un FABRY-PEROT.

Respuesta

Hay que imponer que para la misma configuracién del interferémetro tengamos la misma figura para «' y para w,
utilizando la condicién de méximo, y seleccionar el w’' més préximo a w. La condicién de maximo para =0 es

2
TWn2d—|—5 — oM

en frecuencias (27" = %) tenemos

w
z2nd—|—5 =2mM
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de donde, para cada frecuencia, respectivamente

c

= 27 M —§

@ 2nd( i )
/ c !

=—002mM"'-6

@ 2nd (2m )

Las dos frecuencias mas proximas a w para las que también se tiene maximo son las que camplen M’ =M +1 .

mc
/ — :t -
w=w v

Esta deduccién la hemos hecho suponiendo que no habia dispersién en el indice de refraccién (n(w) =mn («')) ni en el
desfase (6(w) =& (w')) , lo que no es generalmente el caso.

El desarrollo del problema para un interferémetro de FP es analogo.

? Problema 11.1.30

(poder resolutivo de un FP) La separacion entre los dos espejos de un interferometro de FABRY-PEROT es de 1 cm. Calcular
la reflectancia de los espejos necesaria para distinguir las dos frecuencias
w1 = 3.543320 x 10'%rad/syw, = 3.543387 x 10**rad/s Supéngase que el medio en el interior del interferémetro es de
indice n = 1, que la incidencia es normal y ademds despréciese el cambio de fase producido en las reflexiones.

Respuesta

El poder resolutivo del interferémetro tiene que ser tal que w; y wy estén resueltas:

A T
— < —-M,F
AN T 2

Tenemos que encontrar el orden interferencial para poder despejar F', pues F' es la magnitud que podemos poner en

funcién de |r;rs|. Determinamos M imponiendo que a d = lem estemos observando méximos en estas longitudes de
onda. La condicién de maximo es

Z—;ndcose—i—é:Mﬂ*

Como el enunciado del problema no especifica n,d,6, tomamos el caso sencillo n=1,6= 0,60=0. El orden
2mc

interferencial es pues M = 2—;’. Pasamos de frecuencias a longitudes de onda A; = == . Para el calculo del orden

i

interferencial podemos usar en el denominador la media de las A; o un valor de una de ellas, puesto que son muy proximos.

Con todo,
M =3760
y F' > 81. Ahora entra en juego la expresion de F'
F 4 |7"1’I’2| _
(1 —[rural)

Utilizando |ry79| = = como incégnita y resolviendo la ecuacién cuadrética, tenemos que para F' =81 (su valor minimo)
|r172| = 0.80 (hay otra soluci6n, pero es superior a 1, y por lo tanto, no aplicable a un coeficiente de reflexién). Por lo
tanto, el resultado final es

|1”17‘2| Z 0.80
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(FP con medio anis6tropo) Una onda arménica plana incide perpendicularmente sobre un interferémetro de FABRY-PEROT.
El interior del interferémetro estd ocupado totalmente por un medio anisétropo unidxico cuyo eje éptico es paralelo a los
espejos. La onda incidente puede estar linealmente polarizada vibrando segun el eje 6ptico en un caso, y perpendicularmente al
eje optico en otro. En ambos casos la intensidad incidente es la misma. Razonese brevemente si la intensidad transmitida sera o
no la misma en los dos casos, para una separacién arbitraria entre los espejos.

Respuesta
Para el interferémetro de FP se tiene
T,
Iyax = %I
14 F'sin“ ¢

conf =0, el desfase entre ondas consecutivas es ¢ = i—”nd—i—& . Pero esto no vale en un medio anisétropo. Debemos
expresarlo de otro modo

o =lk|ld+4¢
1. Luz vibrando segn el eje éptico, onda extraordinaria: |k | = n, £ en este caso particular en que k L e.0.

2. Luz perpendicular al eje 6ptico, onda ordinaria |k,| = n, -

Copy and Paste
Image here.
Delete this
placeholder image

Figure 11.1.13; Difraccién de Fresnel y de Fraunhoffer por una abertura circular.

El modulo de k es distinto para cada onda ¢ es distinta dependiendo de la polarizacién y por lo tanto I’ es distinto para
cada onda (polarizacion).

Seguro que T1,,x y F' también son distintos, pero este efecto sera menor, ya que la figura de interferencia de un FP es sobre
todo sensible a los cambios de fase.

? Problema 11.1.32

Un haz plano monocromatico incide normalmente sobre una abertura circular de radio R. Calcular el campo en el punto P a
una distancia z del centro de la abertura usando las aproximaciones de FRESNEL y FRAUNHOFER.

Respuesta
La expresion para la onda difractada en la aproximacion de FRESNEL es
ikz

Az

’[:L:

/ dednt(€, nyu(g, m)e'* (=97 +00)")

« el coeficiente de transmision vale cero salvo sobre (§,71) € X, que vale

¢ La iluminacién es una oap.

o= uoelk-r

o Laincidencia es normal: La abertura est’a en z = 0, con lo que

kz:

u =uge’ Ug
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El punto P tiene coordenadas 0, 0, z con lo que la integral resulta

ik
o ciz z w \/dfdnei%@“_m)
iz

lo hacemos en polares, evidentemente ¢ = pcos@ y n = psinf. La integral en p se hace con el cambio de variable ¢ = p?

g o)
eikz R iiq
= —um dge'>=
0

[~$3

1Az
eikz 1 1£R2
= —ugmr— (e 2= —1
iz i
2z

7 Z.kRZ
=ype™ | 1—¢e" 2:

\notag \]

Copy and Paste
Image here.
Delete this
placeholder image

Figure 11.1.14: La lente se desplaza paralelamente a la abertura

La férmula vélida para la aproximacién de FRAUNHOFER se aplica siguiendo los mismo pasos

ik(z-&-ﬂ
2z
=" / dédnt (€, n)u(&, m)e % (=€)
Az
ik (z+ mz;yz)
e
= déd
Az /Z Sdnuo
ikz
= 6 ’LLO7'('R2
Az

Sabemos que la formula de FF es una aproximacion de la de FRESNEL en el limite de z — oo . Esta condicién la podemos
tener en cuenta desarrollando en sdp la expresion obtenida mediante la formula de FRESNEL:

N ; kR?
U ~ uge™* (1—1—ik——|—...)
2z

eikz )
=" Uy R

concluimos que el resultado via FF es consistente con la aproximacion realizada.

? Problema 11.1.33

La figura de difraccién de cierta abertura se observa en el plano focal imagen de una lente. Describir lo que le ocurre a la figura
de difraccién si la lente se desplaza paralelamente al plano que contiene la abertura.

Respuesta

Tenemos una abertura genérica iluminada con una onda genérica. Para responder a esta pregunta es necesario afiadir la
condicién de que la lente sea infinita, algo que hemos tomado implicitamente como cierto en todo lo que hemos hecho
hasta ahora, puesto que si no hubiéramos debido tener en cuenta la difraccién causada por ella.

https://espanol.libretexts.org/@go/page/51214


https://libretexts.org/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/
https://espanol.libretexts.org/@go/page/51214?pdf

LibreTextsw

Lo que tiene de particular el plano focal imagen es que la luz que llega a cualquier punto ha tenido que arribar a la lente en
forma de haz de rayos paralelos. Si bajamos la lente una distancia A, la imagen (cada punto) bajara una cantidad A. En
principio la intensidad sera la misma.

\section{Ejercicios y problemas}

La figura debe ser la misma pero desplazada en la misma medida en que desplacemos la lente.

? Problema 11.1.34

Sobre una abertura circular de radio R se coloca una transparencia descrita por el coeficiente de transmision
t(z) = a(l +qcos(pz)) siendo , p, g constantes. Calcular la figura de difraccion de FRAUNHOFER en el plano focal
imagen de una lente si la abertura se ilumina de forma normal con una onda plana y monocromatica. Considérese p >> 1/ R.

Respuesta

El coeficiente de transmision es ahora
t(&,n) = a(l +gcospf)
con p > % . La férmula a utilizar es la de FF

.k
o (2'&+y'n)

a(z',y') o /dﬁdnt(ﬁ, nu(€,n)e

podemos considerar u = upe™® T = uge** = uy tomando el plano de la abertura como z = 0.

,Z’i wl !
fL(wl,y')maug/dc‘dn(l +gcos(pf))e 7 (@&ty'n)
3

Lo méas comodo es expresar el coseno en términos de exponenciales complejas

—iL (2'¢+y'n)

ﬂ(ml,y’)ocauO/dé'dn (1_{_%(&1)5_’_671})5))6 I
3

rompemos la integral segtin los términos del integrando

sk ooy ’
aug J'E d&d?’]eil I (2'€+y'n)

aupd [, dedne 7 (=% Jernv)
augs [, dﬁdne_i% ((xlﬂ)%)&nyI)

las tres integrales son la misma, salvo un desplazamiento de z’. Sélo tenemos que hacer una. Conocemos la integral de la
primera. Si etiquetamos la integral como

X i (2'&+y')
Ucire (wla y’) = Up / dﬁdﬂe f
P

podemos expresar abreviadamente el resultado como

! !
& & q . q.-
u :L", ") o Ucirc :I:l, ! =~ Ucire TS ) ' + —Ucirc ' ) '
(') (@', y') 9 ( p & y) ) +p & Y
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Figure 11.1.15: Aspecto en la pantalla de observacion.

, q Q g _g q , Qn._Q
como se ve, cada uno de los términos tiene un peso modulado por un coeficiente, 501, Podriamos ahora sustituir las
funciones de BESSEL, etc.

Podemos utilizar la condicién p >>% para simplificar la forma que tendrd el médulo al cuadrado del campo (la
intensidad).

p es el factor de separacién de las tres funciones. Esto lo que puede suponer es que al hacer el cuadrado, los términos
cruzados sean despreciables, al no solaparse las figuras de difraccién dos a dos. Para verificarlo necesitamos una estimacion
del tamafio de la figura de difraccién: usaremos el radio del primer maximo (en cuyo interior estd el 84% de la intensidad).
A
7 = 1.22%. Esperamos que
! ! !
pff f_fA L

& kR 27R 12271

lo que, a partir de la condicién que nos han dado es cierto. Por lo tanto confirmamos el que las figuras de difracciéon no

!
solapan (tienen una distancia de % sobre el eje = con la central).

? Problema 11.1.35

Se observa la figura de difraccién en aproximacion de FRAUNHOFER producida por una onda armoénica y plana de longitud
de onda A que incide de forma normal sobre una rendija de anchura a. Si se dobla la anchura de la rendija a’ = 2a, ¢ cuél
deberia ser la longitud de onda A’ para que los maximos y minimos de difraccion estuvieran en los mismos lugares?

Respuesta

Buscamos X' tal que @’ =2a. Tenemos que calcular la figura de difraccién, cambiar los pardmetros e imponer que
méximos y minimos estén en los mismos sitios.
!
N . T a
u(z') o sinc
Af

! !
o (') ocsinc(mva )
Alf/

\section{Ejercicios y problemas}

Las funciones tienen que ser iguales, salvo constante de proporcionalidad. Esto implica que los argumentos deben ser

iguales.
a d
AN
N = i/)\
a
=2\

necesitamos una onda con el doble de longitud de onda.
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Calcdlese la distancia minima entre dos puntos de la superficie de Marte para que sus imagenes puedan resolverse por un
telescopio cuya abertura es circular con diametro 60 cm. Considérese que la distancia Tierra-Marte es de 56 x 10% km y que
la luz es monocromatica con A = 560 nm.

Respuesta

7’ es el radio del méximo central de la figura de difraccién:

Af!
d>r =1.22
=" 2R
El poder resolutivo del instrumento 6ptico es
2 — i > 1'22i
L f 2R

donde D es la distancia entre puntos que queremos resolver y L su distancia al instrumento.
2R =60 cm, L =56 x 10°Km y A = 560 nm. La incégnita es D en la ecuacién

D A
T _1'22ﬁ

de donde D = 63.8Km. Los detalles deben distar entre si mas de 64 K'm si queremos verlos.

? Problema 11.1.37

Un haz plano de longitud de onda A incide normalmente sobre un plano que contiene dos rendijas idénticas de anchura b
separadas una distancia d. Se observa la intensidad en el plano focal imagen de una lente convergente de focal imagen f'.
Delante de una de las rendijas se coloca una lamina planoparalela de espesor £ e indice de refraccion n. Considérese que la
amplitud de la onda no cambia al atravesar dicha lamina. Calctilese el punto del plano focal imagen en el que se forma el
maximo de intensidad de orden m = 0. Estimese el orden m del méximo que tiene la mayor intensidad. Para este apartado
considérese n = 1.5 y £ = 200\.
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Figure 11.1.16: las trayectorias que van a interferir son paralelas entre las aberturas y la lente delgada.

Respuesta
Parametrizaremos el punto del plano focal imagen donde M =0 porz’ o ¢'.

Las dos aberturas produciran una distribucién de intensidades de interferencia-difraccion. El término que identificamos
como interferencia es el primer factor en

I(a') o (1 +cos ) (%ﬁ)

si las intensidades son, como es el caso, iguales. ¢ =27 M =0 es la condicién que debemos imponer sobre la variable ¢,
que es la diferencia de fase entre las ondas que pasan por cada una de las rendijas.

Una forma de resolverlo es plantear la integral de FF, identificando la variable alli donde aparezca. Pero es mas rapido
calcularla directamente por métodos geométricos.

Si los angulos son grandes, tan§’ = ;—: . Si son pequefios podemos (y vamos a hacerlo) sustituir la tangente por el seno.
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Como la incidencia es normal, los planos equifase son paralelos al plano de las aberturas. Al entrar una onda en el medio
refractivo, la velocidad de fase de ambas ondas ya no sera la misma. A partir de un plano perpendicular a las ondas planas
que salen de la abertura inclinadas con dngulo & ya no hay diferencia de fase, por lo que el problema se reduce a calcular la
diferencia de camino 6ptico entre las trayectorias que se muestran en la figura. La diferencia (camino por abajo - camino
por arriba) es

l+dsin8 —nl

0, en términos de fase

© = %(dsin@’ —l(n—1))
=0

l(n—1) oz
Fae , por lo que

de aqui se extrae que sin¢’ =

l(ln—1)
/ !
=f —
que es la solucién suponiendo el angulo 6" pequefio.
\section{Ejercicios y problemas}

En cuanto al orden del méximo de mayor intensidad, hay que recordar que el segundo factor

IE) (1 +cosga)(Si;¢>2

modula la intensidad del primero. La variable ¢ es funcién de ', por lo que podemos calcular el ' para el que la

difraccion tiene su centro de intensidad, y de ahi pasar al nimero M correspondiente. En FRAUNHOFER:
kz' b
b=—=
fr2

que tenia maximo en ¢ =0 o bien, ' =0 0 6’ =0. Llevandolo a

N pr—

tenemos M = — l(nA_l) =-100 .

Comentario: en todos los problemas que hemos visto hemos visto que el maximo de difraccion siempre esté en la direccién
de incidencia del haz, pues ése es el resultado de la OG. Se puede aprovechar este resultado para decir que el maximo de
difraccién estard en la direccién (la normal) de incidencia del haz plano, es decir en el centro del plano focal imagen.

11.1: Resueltos is shared under a CC BY-SA 1.0 license and was authored, remixed, and/or curated by LibreTexts.
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